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kj piegar la teoria generale delle equazioni di tutti t 
gradi 3 quella delle serie , delle funzioni circolari e lo- 
garitmiche ; insegnare l’ applicazione dell’ Algebra alla 
Geometria , dar gli elementi della Trigonometria sfe- 
rica . ed aggiungere tutte quelle teorie , che guidano 
all' intelligenza del calcolo sublime : ecco il soggetto 
prescritto nel Piano degli stud j del i8o3 per la saio* 
la d’ Introduzione ai Calcolo Sublime , contemporanea - 
mente eretta nelle Università del Pegno d'Italia , ed 
a me per la prima volta da quel Governo affidata in 
quella di Pavia. Mancava però un libro opportuno et 
servir di testo alle lezioni giornaliere ; ed i Corsi fìrt 
qui adoperati dei celebri nostri Italiani Sig. Paoli , c 
à'ig. Ab. Yenini , non essendo finiti per questa sola 
scuola , avevano l' inconveniente di non esser per una 
parte sufficienti alle lezioni annuali t mentre per l’ al* 
tra ridondavano di trattati estranei alla scuola mede* 
sima. Giunsero opportunamente in soccorso nel i8tì6 
le belle Lezioni di Geometria Analitica a due coordinate 
del Sig. Collabo ora Professore della siuldetta Fa * 
coltà nella II. Università di Padova ; ma esaurita pre- 
sto V edizione , ed altronde abbisognando un altro vo- 
lume che i trattati analitici abbracciasse , si concertò 
fra me e lui di comune accordo , eh’ egli riproducesse 
la parte geometrica , io la parte analitica compilassi 
del , nostro Corso > e la Direzione Generale dell’ Istyua 
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sione Pubblica ci incoraggi nel nostro impegno. Libe- 
riamo ormai ciascuno la nostra fede , il ^^Collalta 
pubblicando , siccome testé ha fatto . la -'nuora sua 
Geometria Analitica a due e tre coordinato , cm^bfiente 
la teoria analitica delle linee e delle superficie dJ fatti 
gli ordini i io con queste mie Lezioni : ftL /t&bh tino di 
già la compiacenza di vedere per parte della sullo- 
data Direzione Generale prescritto l’ uso ilcll un libro e 
dell ’ altro per le tre Università del Pegno. 

Oltre del Sig. Paoli - che mi somministrò presso a 
poco il piano c gran parte delle dottrine , e da cui non 
ini scordo di aver avuto su di questa Università me- 
desima la mia prima matematica istruzione , ho approfit- 
talo di un gran numero di Scrittori italiani ed esteri » 
c parrebbemi un affettazione il nominarli ad uno ad 
uno - essendo io contento che ciascheduno vi riconosca 
il suo , ne resti poi o no del mio. Le citazioni , e le cose 
che spettano all ' erudizione algebrica saranno supplite 
a voce nella scuola : io non doveva aver di mira che 
di unire le teorie preparatorie al Calcolo sublime , e le 
più essenziali per quegli Allievi specialmente che son de- 
stinati alla professione dell' Ingegnere. Forse un altr O- 
pera , che ho già quasi in pronto , svilupperà con mag- 
gior estensione e profondità le stesse dottrine , ed altre 
fie conterrà che non potevano trovar luogo in questa , 
la quale non doveva formare che il lesto di circa la 
pietà delle lezioni annuali. 

Che se poi malgrado le mie fatiche nel inccogliere le 
dottrine , nello svilupparle , e nel dirigerne la stampa , 
vi si troveranno tuttavia delle cose oscure od inesatte , 
si risowenga il Lettor discreto delle difficoltà inerenti a 
simili materie y e della facilità con cui si sono talvolta 
ingannati gli uomini del più distinto merito. 
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CAPO I, 

' - -, • / .->1 . 

Delle funzioni in generale; 

§. x.Si dice funzione di una o più quantità un’espres- 
sione analitica, in cui queste entrano in qualsiasi mpdo per 
mezzo delle operazioni elementari o sublimi dell’Analisi. 
Queste quantità, elle a preferenza di altre si contemplano 
nella funzione , ne formano in certo modo il carattere , © 
perciò si posson chiamane quantità principali a differenza 
di tutte l’ altre che vi possono ugualmente comprendersi 
in qualunque numero e forma , e che potremo chiamar 
secondarie. Cosi i coefficienti di un binomio innalzato .alla 
potenza m sono tante funzioni dell’ esponente rrt ; le ra- 
dici delle equazioni non son mai altro che funzioni de’ 
loro coefficienti $ e le equazioni medesime sono funzioni 
dell’ incognita che vi si contiene , sebbene vi entrino dap- 
pertutto anche delle quantità cognite. L’ espressione 
a^+bx+x" 1 è ima funzione di a. b, ed x, ma si dice 
soltanto di a , o di b , ovvero di x secondo che a , b , 
pwero x è la quantità principale. 

§. a. Distinguiamo le fimzioni nelle seguenti classi: 
i? Funzioni determinate di quantità determinate $ 

2 ° F unzioni determinate di quantità indeterminate ; 
3? Funzioni indeterminate di quantità determinate ; 
4.° Funzioni indeterminate di quantità indeterminate. 
Nella prima classe comprendiamo tutte le espressioni ana- 
litiche conosciute si di forma che di valore , come sono 
9 , , 3o a — è a / b>'\ 

“ + 4 °i — 3 — S «• 

dove le lettere impiegate sono tutte di valor noto% come 
la forma delle frasi algebriche che le raechiudono. 

i 
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l’iella seconda classe comprendiamo tutte le espressioni 
analitiche conosciute bensì di forma ma inviluppate di 
quantità incognite ovvero indeterminate , le quali tutte 
soglionsi rappresentare colle lettere oc , jr , : 5 ec. Tali 
sarebbero le espressioni 



ax-+-x*Y 
^ b — a? 5 


(ax+6r) m j 


ec. 



Alla terza classe riferiamo quelle funzioni , le quali 
sebbene non dipendano che da quantità note e determi- 
nate come a, b,c, e c. , pure o non si conosce la forma 
sotto cui debbono presentarsi , o possono presentarsi sotto 
infinite forme. Si sa per es. che il valore di un’incognita, 
ossia la radice di un’ equazione qualunque , non può di- 
pendere che dai coefficienti di essa 5 ina in quelle su- 
periori al quarto grado non sapendosi sotto qual forma 
abbiano ad introdursi i coefficienti stessi , la radice ri- 
mane tuttavia incognita , c non può rappresentarsi che 
per mezzo de' simboli generici , come sarebbe 
F(A)(B)(C) . . . , in cui la lettera F , significa funzione , 
ed-jd,B,C, ec. sono i coefficienti noti dell’ equazione. 
Parimenti se si cercano i coefficienti de' termini , ohe 


debbono rappresentare lo sviluppo del binomio (i+x) m , 
si sa che questi non possono essere che funzioni di m , 
ma finché non si conosce il loro valore, ciascuno di essi 
potrà rappresentarsi col simbolo indeterminato F(ni) , il 
! quale riceverà poi tanti valori particolari quanti saranno 
i coefficienti che si anderanno determinando, e se m 
sarà rotto o negativo , F(rn ) avrà infiniti valori. Così 
pure la periferia d’un cerchio di raggio r è una funzione 
di r , ma non avendo noi un’ espressione finita con cui 
rappresentarla , non possiamo che indicarla con un’ espres- 
sione firnbolica e generale come sarebbe jF(r)‘, o alua 
qualunque che si volesse adottare. J > — - -• * 
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Alla quarta classe finalmente spettano tutte quelle espres- 
sioni , la forma delle quali è ignota , o può variarsi in in- 
finiti modi, e nelle quali siano involte delle quantità in- 
cognite o indeterminate e variabili. Indicando quest’ ultime 
con x , jr , s , cc. le funzioni di cui parliamo si potranno 
esprimere con F(x) , /(c»)Cy) , «c. , ovvero , come si pra- 
tica da molli oggidì nella sublime Analisi, con Z, , Z x , y , 
Z x ,y , ec. , i quali modi tutti significano delle funzioni 
di forma indeterminata di quantità parimenti indetei* 
_ minate. 

§. 3 . Fermandoci particolarmente su le funzioni della 
seconda classe , le distingueremo in diverse specie secondo 
i diversi rapporti sotto cui possono contemplarsi. 

Prima di tutto divideremo le funzioni in algebraiche e 
trascendenti. Le prime derivano la loro forma dalle sole 
sei operazioni elementari dell’ Algebra , e possono rappre- 
sentarsi con un numero finito di termini 5 le seconde na- 
scono da operazioni proprie dell’ Algebra sublime , e non 
possono rappresentarsi in termini finiti colle operazioni 
elementari. A queste ultime apparterrebbe per es. il va- 
lore della superficie o periferia circolare per mezzo del 
raggio - 3 lo spazio ellittico o iperbolico per mezzo di dati 
quadrati o rettangoli $ ec. 

Le funzioni algebraiche si suddividono inoltre in ra- 
zionali ed irrazionali. Nelle prime le quantità principali 
non sono affette nè da radicali , nè da esponenti frazio- 
nar^ nelle Seconde hanno luogo tali segni od esponenti. 

Fra le funzioni algebraiche , e razionali si distinguono 
le intiere dalle frazionarie-, in quelle la quantità princi- 
pale non si trova nel denominatore e non ha esponenti 
negativi 5 in queste succede il contrario. La forma gene- 
rale di una funzione intiera e razionale dell' indetermi- 
nata a? è la seguente 
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• a+bx+cx*+dx 3 -j- , . . 1 . -\-hx m 
dove a s b , c , ec. sono quantità note o determinate , 
ed m è un numero intiero e positivo. Per simil ragione la 
forma delle funzioni razionali e frazionarie della stessa 
indeterminala x sarà 

a -j-Ar-f- cx 3 *h i£r 3 -f- .... -+-hx m 
a'-j-b'x~\-c'x 2 ’i-d’x 3 .... ■fh'x n 

in cui il numeratore e il denominatore presi a parte 
sono funzioni razionali intiere. 

Finalmente le funzioni sì algebraiehe che trascendenti 
sj distinguono in uniformi e multiformi. Le uniformi 
son quelle , le quali , se all’ indeterminata si attribuisce 
un certo valore , acquistano un solo ed unico valore deter- 
minato j ma se per un sol valore , che si dia all’ indeter- 
minata . la funzione ne riceva più di uno , allora questa è 
multiforme. Tutte le funzioni razionali intiere o fratte 
sono frazioni uniformi, le irrazionali sono multiformi. Ciò 
è evidente se si riflette che ogni quantità radicale ha 
tanti valori diversi quante sono le unità nel di lei espo- 
nente. Quindi la funzione 

\Jax. — x 2 avrà un valor biforme, 

yjci 3 — x 3 avrà un valor triforme , 

H 

\/a-\-bx-\-cx 2 avrà un valore /i for * ,e . 

Tra le funzioni trascendenti cos. x per es. ha un sol 
valore corrispondente all’ arco x , ma 1’ arco , il cui coseno 
sia j , è tuia funzione infmitiforme , perchè infiniti sono 
gli archi dotati del medesimo coseno y. 

Abbisognando nuove distinzioni le daremo ne’ rispet- 
tivi luoghi nel progresso dell’Opera. 

• - . . : y : •• , . ' - : **’•*“' 

/ - J • * 
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j c a p o il; 

. » a; ;.•« >■’ _ >.-.m . . . -ru • . - 

Delle Permutazioni , Combinazioni , 

* 'e Funzioni simmetriche. 

ì . t\ ' • ■ i- * f ■ , r 1 . ' ; v 

1 ' Art. I. 

*• 1 v .io- \:- »;r i o (V; •' » ’ • ' . t\ 

..or ir. . ' •' ' Pennutazioni. ■’ ' ~ •” 

. " r . y » r • *« . * * • ' r » * * r * . * *r o # r * ^ 

£. : 4- Così si chiamano le disposizioni o cangiamenti di 
sito che 4 possono dare a più cose senza variare me il 
loro numero , nè quello de’ luoghi che esse debbono 

Occupare , e senza aver riguardo alla loro grandezza. Le 

cose dii collocarsi possono tèssere in nùmero ugnale , ' 
maggiore , e minori dé’ luoghi ne’ quali vengono dispo- 
ste •, . onde ne nascono tre distinti casi da considerarsi. 

Fingiamo per es . 1 esserci dodici sedie , e dodici per* 
sorte destinate ad occuparle : in quanti differenti modi 
potranno queste distribuirvisi ? Ecco una quistione relativa 
•1 prillo caso» 

- Sopra le stesse dodici sedie abbian diritto a collocarsi 
tenti persone : in optante maniere si potrà collocarne una 
( per sedia ? Ecco una quistione relativa al caso secondo. 

Finalmente le dodici sedie siano a richiesta di otto 
sole persone : in quanti modi esse potranno occuparle ? 
Questa sarà una quistione spettante ai terzo caso, 
t 5; Proposizione. Se le cose da collocarsi sono tanta 
quanti sono i luoghi , e il numero delle prime sia m , 
il numero delle permutazioni possibili è 

4 . < W 1.2.3. . . i nt. 

Siano primieramente due luoghi marcati rispettivamente 
( 1 ( 2 ) e le due cose da collocarvi siano a , b. E’ 
chiaro che volendo porre a io ( 1 ) , dovrà collocarsi b iù 
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(a) ; e volendo collocare b in (i) non potrà collocarsi a 
che • in (a) . Le permutazioni saranno pertanto in nu- 
mero i.a. , . 

Siano ora per le tre cose a 3 b, c j tre luoghi (i) , 
(a) , (3) . Pongasi a in (t) , e le altre due b , c po- 
tranno pel caso precedente disporsi in due maniere ne’ 
luoghi (a) e (3). Mettasi b in (i) e rimarranno due 
permutazioni per a e c ne’ luoghi \(i) e (3). Si ponga 
finalmente c nel luogo (i) , e si avranno altre due per- 
mutazioni ne' luoghi (a) e (3) per le cose aQb .. Dun- 
que raccogliendo tutte queste permutazioni , il.- loro nu- 
mero sarà, tre volte due, ossia muori oj l 

Potendosi poscia disporre quattro cose a, , b t et , <l ne ? 
quattro luoghi (t) , (a) ,, (3) , (4), in* modo che il 1 luogo 
(i) sia prima concesso ad a, poi a 6 , indi a ,e per 
nliimo a d , ed avendosi ogni volta , come ahbiam ve- 
duto poc’ anzi , sei permutazioni , è, facile a vedersi che 
tutte le permutazioni del caso presente saranno quattro 
volle sci 4 ossia i.a.3.4* ■ > . i’.h-jeiL » j <-• i = » > ourvif-'-q 

Continuando a piacere quest’induzione si scorgerà; fa- 
cilmente , che le permutazioni per cinque cosci in altret- 
tanti luoghi saranno i. a. 3.4.5. ; per sei cose i,a. 3 , 4 i 5.6 ; 
ec. , e finalmente quelle che spettano ad m cose saranno, 
come abbiam proposto , in numero f> I .■ r bau i 
i.a. 3. 4 m. ■ .-p s er ?'. •>! » 

Dunque dodici persone sedute sopra dodici sedie se IfS 
potranno scambiare in modi i.a.3.. . . vi i.i2=a4T9 ® 01 ® 00 
numero enorme. Parimenti le 5a carte del giuoco della 
bassetta possono cangiar di luogo le une rispetto alle . altre 

col mischiare il mazzo in modi i.a .3 5 i. 5 a, numero 

risultante da 68 cifre , per cui si può asserire cher se 
questo giuoco avesse la sua origine comune col mondo , 
non sarebbero ancora esaurite tutte le permutazioni po*- 
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sibili quanti anco 1 usò Hi esso fo^se assai 1 ’-' più frequente 
nella società di quello clic è al présente. 

5. 6. Ossei vctzionc. Quando alcune fra le cose da col- 
locarsi diventino identiche , o debbano come tali consi- 
derarsi , dovranno pure divéntWe identiche alcuno delle 
disposizioni j ma non volendo noi tener cónto fhe dèlie 
disposizioni differenti , queste dovranno ridursi a minor 
numero, ed ecco in qual modo. Ripigliamo l’induzione 
precedente , e supponiamo in primo luogo cher ie due 
cose a , b disponibili ne’ due luoghi (1) e <2) diventine 
identiche, cioè b si cAngi in allora resta lo stesso 
sia che l’ una o l’ altra occupi l’ uno o l’ altro de’ due 
luoghi ; quindi i due modi , che prima si avevano per 
disporle, si riducono ad un solo j e perciò le permuta- 

. • i "P 12 >• 1 !!ir. - I 

zioni non saranno che — ~ 1. 

2 1 1 ‘ 

Se poi di tre cose a , b , c disponibili in tre luoghi 
dite si faranno identiche, cosi che esse diventino #r,a,c, 
allora fra le sei permutazioni assegnale di sopra tre di- 
venteranno identiche colle altre tre, e quindi le permu- 
tazioni dissimili che prima erano , siccome veduto ab- 


biamo , 1 . 2 . 3 ^ diventeranno 


I. 2.3 




'l'.t 


Dove le cose siano quattro , e due si facciano identt- 
che , di 24 permutazioni dodici si confonderanno rispet- 
tivamente colle altre dodici , onde le permutazioni dissi- 

, 1. 2.3.4 „ 

miti non saraimo piu che . Proseguendo questo 

t 

discorso si vede in generale ,che se di m cose due si 
faranno identiche, le permutaziotii primitive si ridurranno a 


1.2.3. 


m 


Così pure se tre fra quattro cose diventeranno identi- 
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che, le permutazioni di prima ài faranno identiche * sei 
a sei , onde si ridurranno alla sesta pairte, cioè a 


J.a.3.4 

'~ 73 ~• 


E se invece di quattro' cose ve ne fossero cinque , 


sei , e in generale m, sempre si ridurrebbero alla se- 
sta parte ,,-cioè a 

i . a . 3. . . . . 7» 

è,. V ! ^ • 

Ma se fra m cose quattro saranno identiche, allora! 
le permutazioni primitive si faranno identiche a venti- 
quattro a ventiquattro , e perciò le dissimili si ridurr 
ranno a sole 


, 1. 3.3-4- - m 

t 3.3.4 

Spingendo avanti quanto si vuole questo ragionamento? 
si vede , che quando di m cose se ne considerino r idcntf- 
che , il numero delle permutazioni di prima si ridurrà a 


i .3.3.4 m. 

3.3.4 r" 5 

cioè al numero delle permutazioni totali diviso per quello 
delle permutazioni competenti al numero delle cose iden- 
tiche, se queste fossero diverse tra loro. 

§. 7. Che se fra le m cose a,b,c,d. ... alcuiie & 
faranno uguali tra loro , ed altre parimenti uguali fra loro 
ma non colle prime, allora il numero delle permutazioni 
primitive dovrà dividersi pel numero delle permutazioni 
identiche che si ottengono in ciascun caso , cioè prima 

per a'.3.4 fino al numero inclusive delle prime c'otfc 

identiche ; poi di nuovo 1 per 3.3.4. • fino al numero 
delle altre cose separatamente identiche j e se vi fosse 
un terzo aggregato di cose di nuovo identiche separata- 
mente , si dividerebbe ancora per 3.3.4. • • • fin» al nu- 
mero di queste 5 e cosi di seguito. 
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Se si cerca per es. il minierò delle permutazioni delle 
nove lettere a , b , c $ d . e ,,f , g , h , i , questo sarebbe 
=:i. 2. 34.5.6.7.8.9. Ma se facciamo a~bt=^cz=zd , esso 
i.i. 3 . . ... 9 w . . • . • * . 

si riduce a ~ ^ ^ . Se inoltre volessimo supporre 

« = g , le precedenti permutazioni diventerebbero 

— VTT — § . E se le altre due lettere k , t diventassero 
a. 3.4 X 2 0 

aneli' esse identiche, il numero di cui si tratta sarebbe 

i.2.3 9 

2 . 34 X 2 . 3 X 2 ‘ 

§. 8. Prop. Se il numero m delle cose da distribuirsi 
supera il numero n de’ luoghi , il numero delle per- 
mutazioni è . 


m(m — 1) ..... (m — /i+ 1)* 

Difatti supponiamo da prima tre cose è due luoghi , e' ‘ 
si vedrà facilmente che quelle sì potranno distribuire in 
sei maniere, ossia die le permutazioni saranno 3.2. Per 
due luòghi è quattro còse le permutazioni si troveranno 
dodici , ossia 4 * 3 - Per due luoghi e cinque cosò si tro- 
verà 5-4 j e’c. $ onde per /» cose e due luoghi le permu- 
tazioni saranno fn(in — 1) < , 

* « r 

Siano ora quattro cose e tre luoghi , e le permutazioni 
totali saranno 24 , otteià 4-3(2. Ma per tre luoghi e cin- 
ti uè cose, esse saranno 60', ovvero 5 . 43 j e proseguendo 
quest’ induzione si troverà che per tre luoghi ed m cose 
le permutazioni sono m(m — i)(m— 3) . 

Per (piatirò luòghi e cinque cose si hanno permuta- 
zioni 54 - 3 . Per 4 luoghi e sei cose G. 5 - 4 ; ec. j è per 4 
luoghi ed m cose m(m — i)(m — 3) (m— 3 ) permutazioni. 

Si vede pertanto che la formola esprimente le permu- 
tazioni è un prodotto di tanti fattori in progressione 
aritmetica q» iati sono i luoghi , ed il primo di essi è il 
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lo 

numero delle cose , e la differenza l’ unità j onde per m 
«ose ed n luoghi si avranno , come si è proposto , per- 
mutazioni 

mQn — i)(m — 3) ..... (/« — n-f- 1) . 

§. 9 . Ciò che abbiamo asserito nel §. procedente si 
renderà più chiaro se si rappresenteranno in un picciolo 
quadro tutte le possibili distribuzioni che, si possono fere 
di date cose in dati luoghi. Per esempio le quattro cose 
siano da distribuirsi in tre luoghi: s’incominci 
a dar loro le seguenti distribuzioni. 


(0 

(a) 

(3> 

. «C 

b 

c 

a 

b 

d » 

a 

c 

d 

b 

c 

, d 


Osservando poi che a ciascuna di queste convengono sei 
distinte permutazioni (§.5), si vede manifestamente che 
il numero totale di esse, snrà 4-6 1 ossia 4-3- 3 - hi simil 
modo si verificheranno lutti gli altri risultali. 

Se dunque si cercante maniere cou cui collocare 30 per- 
sone sopra 1 3 sedie , queste verranno indicate dal prodotto 
30.19.18 9. 

§. io. Prop. Se il numero m delle cose da collocarsi 
sarà minore del numero n de’ luoghi il numero delle 
permutazioni sarà • t« 1 * *>■" 

n(ji — i)(n — a) . — . (n — m~\~ 1 ) . 

Potremmo qui pure servirci dell’ induzione simile alla 
precedente per dimostrare questa verità , ma possiamo 
anche ricavare la dimostrazione dalla proposizione del 
§.5 nel seguente modo. Giacché si ha m < n aggiun- 
giamo ad in un altro numero p di cose , che Io renda 
uguale ad n , onde si abbia m + p~n. Distribuiamo ora 
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m -+- p ossìa n cose in- n luoghi , e riteniamo come 
identiche le p cose aggiimte ; è chiaro che le permuta- 
zioni dissimili saranno quelle* che nascoso dalle m cose 
date , e le simili quelle che nascono dalle p coie ag- 
giunte. Ora le permutazioni totali sarebbero in numero 
n(n — 1)(» — 2) 3.3, t ( $. 5 ), e togliendo le identiche 

( -i« nCn-^OCn-ra) . » .'v 3 . 2.1 - t 

si avrebbe ó r . oe ora si cambia 

r #.3 . 1 , . (p— i)p : <• ■ 

p in n — m , quest’ nltimo numero si riduce visibilmente 

nCn — i)(n—i-2) .... 3.2.1 i > 

a — ; , o finalmente a 

a.3.4 • • • • ( R — m — 0 ( n — ’ m ) " 

n(« — i)(n — a)....(n — m-f-i), 
che è il proposto. 1 c " » r 

Se per es. otto persone hanno dodici sedie a loro -co- 
modo, potranno collocarvisi in maniere 

12. 1 j.io . . . . 5 . : ' : 

. 5. 11. Anche alle due proposizioni de’ §§. S,io con- 
viene per intiero T osservazione del §. 6 per rapporto 
alle cose che si debbano considerare come identiche. 1 

Per es. Se si domanda in quante maniere si possano 
disporre su i quadrati dello' scacchiere ottanta monete , 
delle quali 20 sono d’ un conio , 5 o d’ un altro , e lo 
di un terzo , come sarebbero seudi , doppie , e sovrani , 
si prenderebbe la forinola del §. 8, e si farebbe m=:8o 
72=64 , e si avrebbe per rispósta 
B0.79.7S ..... 17 
2.3 . . .aoXa -3 < . . 5 oXa .3 . . . io* 

Ma se invece si domandasse il numero delle permuta^ 
rioni di 24 pezzi o pedine SU i trentadue- quadrati neri 
dello stesso scacchiere , delle quali pedine dodici son 
bianche e dodici nere come nel giuoco della dama , la 
risposta si avrebbe dal §. 10 , facendo 24 , nr=r 3 a - 4 
e quindi sarebbero le permutazioni richieste 
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3.3 , . . . 13X2.3 .... 13 

Se poi si volessero escludere tutte quelle che non sono 
consentanee alle leggi di questo giuoco , il numero sì 
farebbe assai minore. . : . 

§. 13. Fermandoci all’ ipotesi di m'^>n possiamo os^ 
servare che il permutare m cose in n luoghi toma allo 
Stesso come il distribuirle ad n ad n , ossia come unirle, 
in numero n in tutti i modi possibili. Quindi dalla t of* 
mola del §. 8 abbiamo le permutazioni di m cose 

a due a due ?n(m — l) , 

a tre a tre ttf(m — i)(m — a), 

a quattro a quattro . mfjn — i)(m — 3 )( m — 3), 


apip . ; . . < * . m(7rr-*-i)(m — a)... fin — p-M)> 
dove si dee ritenere che in ciascheduna di queste unioni 
Don si replica mai la stessa cosa. Così per tre cose ct,b ì c 
ai hanno le sei permutazioni ab , ba 3 ttC , ca , bc , cb * 
ma non si trova mai nè aa , nè bb , nè cc. Così dicasi 
di tutte le altre. - 

Ci faremo strada a trovare le permutazioni di più cose ; 
quando si ammettano le ripetizioni di esse, colla seguente 
§. i3. Prop. La somma de’ coefficienti del binomio 
(a J rb') n è 3 " $ la somma de’ coefficienti del trinomio 
(aq-iq-c)'* è 3" j quella de’ coefficienti del quadrinomio 
{a^\-b-\-c-{^dy , è 4 n ) pc . , e in generale la somma de’ 
coefficienti del polinomio. (u-f-Z>-f-e-h . -f* .. ) n - di m ter- 
mini è m n . ! • 

Nel binomio la somma de’ «oeffieierfti è 


t+n + 


n(n — i)(n— a) 


q- ee. , 


la quale non è altro che lo sviluppo del binomio 
(i q- dunque ec. * *• ' * * 
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Nel trinomio se si considera b •+- e cerne uh iuohoijiìo 3 
si ha lo sviluppo 

a"-tna'^- , (b-j-c') -f- -a '*— 1 (t-f-c 3 ) -+* 


trini — i)(n — 2 ) * 

— I — ni— 

a . 3 


a n_- J(i+c) 3 ec. 


Ma nelle potenze (ò-j-c) 1 , (ò-fc) 3 , (ò-+-c) 5 , ec. la som» 
ma de’ coefficienti è 2 , a 3 , a 3 , ec. per ciò che ora ab- 
biamo dimostrato $ dunque nello sviluppo del trinomio 
(a+ò+c)'* la somma de’ coefficienti di lutti i termini 
sarà 


n(n — 1) triti — 1 Vn — 3) 

i + n.2+ ^ -fc -1 ^ J . 2 S+ 

a 2.0 


H~ a" 


cioè (i-fa)“ , ovvero., come si è proposto, 3". 

Per gli altri polinomj successivi si potrebbe ragionar 
similmente , ma basterà di porre tutti i termini successivi 
a , ò , c , . . . .2= t , con che il polinomio di termini ni 
diventerà (i + i + i + i+ .1.1,)“ , é la somma de’ coeffi- 
cienti di questo essendo visibilmente la stessa che quell* 
del polinomio (a~j~b-j-c-j- ....)'* , ne segue che nell’uno 
e nell’ altro essa sarà ni' 1 , come si è asserito in ultimo 
luogo. 

§. Prop. Se si hanno n luoghi da occupare con 
cose di due specie , le permutazioni saranno 2" $ 
con cose di tre specie, le permutazioni saranno 3* $ 
con cose di quattro specie , le permutazioni saranno 4” j 
ec. , e se le cose saranno di m specie , le permutazioni sa- 
ranno m n . 

Siano in primo luogo a,b due specie" di cose, per es. 
due mucchi di sassohni , bianeln gli uni , neri gli alni , 
e siano dati n luoghi da occuparsi ciascuno da urt sasso- 
lino o bianco o nero.- Per vedere in quanti modi ei possa 
ciò eseguire . nello sviluppo dèi binomio 
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(«4* &)":=: a" 4- nct*~'b -f- 
n(n — i )(n — a) 


7»(n — 0 


-+• 


a.3 


a n r-3 b 3 + ec. 


si sostituiscano alle potenze a n , a'*—' , ee. , b , & a , , ee. 

i prodotti equivalenti aaa . . . , b ,bb , bbb , ec. , onde si 
«Wùa : , 

acuta ...... a invece di 

. . ab di 

. abb di 

abbb di 


aaaa 
aaaa 
aaa . 


a m 

a r *~ 1 b 
«'*— 9 b • 

a n — 3 6 3 


ec. 


Tutti i termini insieme della prima colonna formano tante 
unioni ad n ad 71 quanti sono i termini del binomio , ed 
ognuno di questi termini è un prodotto di n fattori. Ora 
se questi fossero tutti diversi fra loro, ciascuno ammet- 
terebbe un numero di permutazioni espresso da 
7 i(/i — i)(n — 3 ) . . . 3.3.1 ( §. 5 )$ ma essendo nel primo 
prodotto identici lutti i fattori, le permutazioni si ridu- 


cono ad 


n(n — 1 ) 


. 3.3.1 


a.3 .... n 


, cioè ad una sola. Nel 3 ' 


prodotto essendoci n — 1 fattori identici , le permutazioni 


si riducono a 


71(71 — 1) 3.3 .i 


— n$ nel 3.° prodotto j 


3.3 (n— - 1 ) 

i fattori identici sono n — 3 negli a , e 3 nei b , quindi 

. . n(n — x) 3.3.1 n(n — t) 

le permutazioni sono — = r n= — . 

r 3.3 . , . (n — 3 ) xa 3 

Similmente nel 4.° termine vi sono n — 3 fattori a , 3 fai* 

tori b identici, e perciò le loro permutazioni sono di nu- 

n(n-~- 1 ) 3.3.i n(n — 1 )(n — 3 ) __ . , 

mcr ° a:3....(^3)xa.3 = Qumdi 

si vede che ciascun termine dello sviluppo del binomio 

porta con se nel proprio coefficiente il numero delle per~ 
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mutazioni che gli competono. Il numero totale di queste 
dovrà pertanto desumersi dalla somma di tutti i coeflfc 
cienti ; e siccome questa è appunto ( §. i3):=a", per-» 
ciò tale sarà il numero delle permutazioni competenti a. 
due specie di cose disponibili in n luoghi. 

Per es. ritenendo il segno -t- innanzi del primo termine, 
d’ un’ equazione generica 

oc" ^ y/.r" - ' Boc >, ~ 1 ec. = o , 

tutti i segni dopo il primo termine potranno permutarsi 
in maniere 2", giacché, escluso il primo, il numero de’ 
termini restanti è = n. , 

Siano ora tre specie di cose a , b , e , ed n sia di 
nuovo il numero de’ luoglii. Tutte le unioni possibili sa- 
ranno rappresentate dai termini di un trinomio svilup- 
pato , purché in luogo delle potenze di a ,b , c si so- 
stituiscano le lettere replicate quanto basta. Quindi si 
scriverà 


aaa . . 

. ... a invece di 

a" 

aaa . . 

... ab 

a n ~ \b 

aaa . . 

. . abb 

a't-ib* 

aaa . . 

. . acc 

a' 1 — ^c 2 

aaa . . 

. . abe 

a n ~‘ 1 bc 

aaa . . 

. . abbb 

a"~ 3 b 3 

aaa . . 

. . abbe 

a"~ 3 b 7 c 

aaa . . 

. . abcc 

a"~ibc* 

ec. 


ec. 


e raccogliendo tutte le permutazioni competenti a ciascun 
prodotto si troverà che pel 1 ° termine a n =: aaa ... a 
non si ha che una sola permutazione 5 

' . n(n — iy(n — 2) .... 3.2.1 

pel 2. se ne hanno 5 r — , ossia n l 

i'!o„ n(«— i)(n— 2).., ,s 3-2.? _ * *(»—■ 0 
r el a.3 (n a 'iva a 5 


2.3 . . . .(« 2)Xa 
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. n(7i— i) , / i(n — i) 3.2. i 

pd 4? —2-, pel S! 2:S - r ^ n _ 2) ' f= «0» - !) i 

n(n — i)....3.2.i n(n — i )fn — 2 ) 

F el 6 ° («-3 ix 73 = 73^ S » ml 

questi sono appunto i coefficienti de’ termini medesimi 
del trinomio, come chiunque può accertarsene collo svi- 
luppo attuale di (a + b -J~ c)" j dunque il numero totale 
delle permutazioni sarà la somma de’ coefficienti del tri- 
nomio stesso, che abbiam veduto essere 3". 

Operando similmente su i termini dello sviluppo di uh 
quadrinomio si troverebbe che le permutazioni relative a 
quattro specie di cose sono appunto in numero 4"- E se 
si spingerà questo discorso innanzi quanto si vuole, si 
vedrà che le permutazioni relative ad m specie di cose 
ed n luoghi saranno in numero m n , come fu proposto. 

§.. i5. Prop. Assegnare il numero delle permutazioni 
di più cose , quando nelle unioni sono concesse le ripe- 
tizioni delle medesime. 

La presente quislione si riduce intieramente alla prece- 
dente. Siano difatti da unirsi a due a due in tutti i modi 


possibili le tre lettere a,b ,c comprese le repliche : tutti 
questi modi sono 

aa , ab , ba , ac , ca , bb ; bc ,cb , ec. 

Ora questo è lo stesso che occupare due luoghi con tre 
specie di co§e a,ò,c, ciò che abbiam veduto farsi in 
/nodi 3 a . 

Similmente se si avessero ad unire quattro cose a tre 
a tre , ciò sarebbe lo stesso che occupar tre luoghi con 
quattro specie di cose , e perciò le permutazioni sarebbero 
4 3 j e così di segnilo ; onde è facile di conchiudere , così 
proseguendo , che per unire secondo l’ attuai supposizione 
m lettere o cose a due a due , a tre a tre , a quattro a quat- 
tro , ec. , si avranno rispettivamente maniere tu'* , m 3 , m l $ 
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« per unirle ad n ad n si avranno m n maniere, che for* 

mano altrettante permutazioni.- 

§• ftì. Prop. Se il luogo (i) non potrà esser occupato 
che dalle cose a' , a", a v \ . . . a(f , il luogo (a) dalle cose 
b',b'!,. : . bu ) , il luogo ( 3 ) delle cose c\c",c'" 3 ...c( r l y 
«c. , il numero delle permutazioni sarà pqr... 

Supponiamo prima i dne soli luoghi (i), (2), e che 
si metta a in (1), indi in (2) successivamente lutti i b v 
le permutazioni saranno evidentemente in numero q. Can- 
giando poi a' in et", in a"’, ep. si avranno altre q per- 
mutazioni ogni volta , onde il numero totale sarà pq. 

Se i luoghi saranno tre, è chiaro che le pq permuta- 
zioni del caso precedente combinandosi con ciascuna delle 
r permutazioni delle coso c ; , c", c'" } ec. , il numero ig- 
eale sarà pqr. Un simil ragionamento avrà luogo per un 
maggior numero di classi di cose, onde in generale ij 
jnunerp delle permutazioni sarà il prodotto de’ numeri 
delle cose disponibili in ciascun luogo. 

Abbiasi a cagion d' esempio la funzione x , ovverp 
xy , e si sappia altronde che x ha p valori diversi come 
x ’ , x'\ x’" .... xlp\ , e y altri q diversi valori come 
y‘ , j" ■> y’" • • -■ ■ precedenti funzioni avranno cia- 

scuna pq valori. JVello stesso modo le funzioni x-i-y+z , 
xyz , nelle quali oltre i valori precedenti anche z ha f 
differenti valori, avranno ciascuna pqr valori, 

. . ” ' ! '■ - ' 

Art. II. 

* • '• Combinazioni. 

«§.*; \ <q. Se più cose si uniscono secondo un certo nu- 
mero , come sarebbe a due a due?, à ; tré d ti e ,iec. , ciS 
si chiama combinarle. In queste unioni non si ha vermi 

3 
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Sguardo all’ ordine eoa cui si prendono le cose , ma, sol- 
tanto ai numero secondo cui esse si uniscono , e questo 
si chiama f esponente della combinazione . Perciò pren- 
dendo alcune cose ad una ad una l'esponente è l’unità; 
prendendole a due a due l' esponente è il 3, ec. ; e pren- 
dendole a p a p l’esponente sarà il numero p. Lei cose 
prese ad una ad una da taluni si dilaniano gli unioni $ 
prese a due a due si dicono ambi o , binarj o ancora 
Unioni tre a tre terni , tornar j , o tendoni ; no.: noi 
chiameremo in generale p ni ’> l’ accozzamento di più cose 
a p a p. - , • • i ' 

, . • , . i • . . »rtf 

18. Prop. Il numero de’ binarj di in cose è — — a > 

. i m(m — i Ym — 3} 

«uè ilo de’ terni è 5 : 

* , :,i 3.0 7 . l:i; • . 

. .. m(m — 1 )(/«-— 2~)(m — 3 ) , ; ; 

quelle de’ quaterni è 2 ^ 3 

y , ! ! t , » 5 ; . » 5 ‘ • « • . * ' 1 

„ , m(m — \)(m , (m — p+xì 

e quello de p n * r ) e — 5 — - f — . 

< • » ' 1 • f ». ^ • Mi • *§• i • • • p . - 

Jn primo luogo essendo m(tn — 1) le permutazioni di 
m cose a , b y c . , , . in due luoghi (§.8,13), ed al- 
trónde trovandosi fra queste tanto ab quanto ha t tanto 
me quanto ca , ec. , si :Vede che le permutazioni di più 
«ose a due a tljtc saranno il doppio delle lor.o combinai 
zioni , quindi il numero di queste sarà , come ai è asse- 

m(m. — 1) !? > 

rito , . 

5 3 

Secondariamente le permutazioni di m cose a tre a tre 

si sono trovate in numero — 3). Ora tre di 

\ 

queste cose., come a , b , c somministrano sempre sai 
distinte permutazioni , che sono .. i,t. • . , or». . 
mbc , acb , bac ; bea , cab , oh a , . .. 
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le «piali si debbono considerare come identiche nella 
dottrina delle combinazioni , e perciò si riducono alla 
sesta parte $ e ciò valendo di altre tre cose qualunque , ti 
Tede che le combinazioni di più cose a tre a tre , cioè 

m(m — i)(ro — 3) 

il numero de’ terni , tara * 5 come ti è 

V 

proposto. 

In 3 ? luogo le m(/7i — ri)(/n — 2 )(«* — 3 ) permutazioni 
di m cose a quattro a quattro si ridurranno alla venti- 
quattresima parte soltanto , atteso ohe quattro cose qua- 
lunque pome a , b , c d presentano ventiquattro distinte 
permutazioni , le quali , parlando di combinazioni , diventano 
tutte identiche. Quindi le combinazioni di m cose a qual-» 

m(jn — 1 ) (m — a)(ra — 3) 

tro a quattro sax-anno — o 7 — , come 


parimenti si è assex-ito. 

In virtù pertanto di quest’ induzione , che non h^ li- 
mite 5 siamo condotti a conchiudere a diritto , che com- 
binando iti cose a p a p si avrà jl numero de’. p n *n 

m(m— 9) 1) . . 

espresso fla - a~3~4~ J> ’ c oe u o ua ^® 

al numero delle permutazioni di ni cose distribuite in p 
luoghi diviso pel numero delle permutazioni di p epsc in 
p luoghi (§. 5 , 8 ). 

§. 19. Osservazione. Si è veduto ( §. i 5 ) che m* , 
w 3 ,...,m' 1 sono le permutazioin di m cose a due a due , 
a tre a tre ad n ad n , comprese le ripetizioni delly- 
nxedesime cose, ma se si cangiano queste potenze ricet- 
tivamente ne’ prodotti 

m(m — t), m(m-— OC/n — 2),.,.., 

m(m—i)(m — 2) , , . .(m — u + i) 
si bornio le permutazioni di m cose escluse le ripetizio» 
ni $ e se questi ultimi prodotti ai dividono rispettivamem» 
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pe' numeri 3 , a. 3 , , 3.3 ...» , si hanno le semplici 

combinazioni secondo gli esponenti 3,3,...., n. Quindi 
viceversa dalle semplici combinazioni si potrebbe far pas- 
saggio alle permutazioni semplici , e da queste alle per- 
mutazioni con replica per mezzo delle operazioni inverse* 

Art. III. 

Furaioni invariabili , o simmetriche. 

a». Se una espressione algebrica, in cui entra un 
llumero m di lettere , è tale che rimanga identicamente* 
la stessa col permutare le lettere medesime fra loro in 
tulli i modi possibili , essa dicesi una funzione invariar 
bile , ovvero simmeti'ica. 

Tali sarebbero le quantità 
\ab + ac 4- bc , abe 4- abd 4- ned 4- bed , 

a b ac bc ab r — 

Adotteremo alcuni simboli opportuni a rappresentare 
queste espressioni relativamente olle diverse |rme che 
possono avere , e perciò rappresenteremo con Si'* la 
somma di due o più lettere , quando queste non con- 
tengono nel loro esponente che 1* unità. Così sarà 
ó (,) a 4- b -f- c 4- .... 

Similmente St 1 ) significherà la somma di più lettere , 
quando ciascuna di esse abbia pei 1 , esponente il a 5 e 
yarà perciò 

S<*> = fiC 4- 

In generale sarà - * 

S( r > = a T -4- b r -f- c r -4- . . . . 

Indicheremo con Si 1 "*) la somma di tutti i prodotti 
possibili , che si posson fare con due delle lettere 
* , 4 , c ... . in med* else mentre 1’ una ha per ospo- 
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fcènte ra , F altra abbia per esponente rt , e viceversa * e sarà 

= a m b n -+• -f- .... -4* b m c n -4- ly’c " 1 -+- 

Parimenti Si"h+P) >, S im,a, M) ecr saranno simboli , che 
rappresenteranno , tulli i prodotti possibili di date lettera 
a tre a tre , ovvero a quattro a quattro , ovvero èc.j 
quando le lettere di ciascuxl prodotto abbiano per loro 
rispettivi esponenti i numeri m 9 « t p , ec., permutati in 
tutti i modi, e sarà quindi ». < . ' 

S( m > n PÌ = a m b n cP - 4 - a“b m cP aPb n ‘ù n 

g(mw i) s— a m b' l cPdi -4- a n b m cPd < t -f- . . .. . . 

Se ciascuno degli esponenti ec. si farà =±=: i j 

allora , «yo.M.i) , ec. significhcramio rispéfc* 

tivamcrtte le somme degli ambi de’ tèrni , de’ quàtemi ^ 
#c. , che si, fanno colle date lettere semplici. - 

Il numero scritto sopra le S e compreso -fra le paren- 
tesi si chiama l’ itorZ/cc-della somma , e questo è sempli - 
ee , doppio , triplo , ,ec. secondo che consta di uno, 
due o più numeri tutti separati con virgola. 

§. ai. Vediamo adesso come le funzioni invariabili di 
indice composto possano esprimessi per mezzo delle fun- 
zioni di indice semplice , ciòè come si possa esprimer# 
p er mezzo di sole funzioni della forma St’K 1 
Si moltiplichino fra loro le due seguenti eguaglianze 
membro per membro: 

£<«> a m -p b m -f- è™ 4- . • ♦ * . 

• Si' 1 ) .== a n •+-£" -+-«'*- 4 ...... 

e il prodotto sarà 

> a m + n -f- aP‘b n * 

4. b m -\- n -h &'b m 

*4- cm-f, i a m c n i ; ‘ , i 

-, * > -, v - • ; -4 -aJ'c 7 * <•* 

« -4- b m c n . ; . : 

•. fc v.— ' •+■ 
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La prima fila verticale contiene tutti i termini dellst 
forma 5 la quale è d’indice semplice come 5< r >. « 

la seconda contiene tutti quelli che noi abbiamo rap- 
presentalo con onde il precedente prodotto potrà 

tradursi in 

: t 

da citi si ricava la forinola 
( i ) = ó’( m) — £(«+»> . 

Moltiplichiamo similmente fra di loro le uguaglianze 
«£(">.") — a n, b‘ l -4 a"b ni - 4 .... -4 b m c n -4 b n c"* - 4 .... , 
t S<r> cip - 4 - bp — 4 cP - 4 - 

ed avremo il prodotto 

S\fì 2 = a m +f b* - 4 - a n +F b m - 4 - aP b m c* 

- 4 - b m +P a n -f- b nJ rt a m -+-aPb n d m 

- 4 - c' n +/ -t- c»+/ b m a ,n b n cp . . i . » 

i . ■+■ a n b'"cr . a . . 

4*4 • > 

é ♦ 4 

• * • 

• • • 

La prima fila verticale non è altro che la secondo 

, e la terza £('*>'*/> . Dunque s’ avrà I’ uguagliano* 
r* S(f) — - 4 . ^(n- - 4 - ^'("W) , 

e di qui ricaveremo la forinola 

( 2 ) $( rr ;’ht) — — £(<»+*»> — . 

.Nella stessa maniera moltiplicando fra di loro le due 
uguaglianze 

o o 

S<. m **>^za m b n CP -4 a"B m cP- 4 - ... - 4 - b>"c n dp - 4 - b A c n ‘cÌF -+- . . . 
1 SW i^al -t- 6 ? -4 c7 -4 J? -4 . . . . . r , 

avremo per prodotto la seguente 1 

S<i)S( m ‘ n ‘P)~S<‘ n ‘+i ’ n »ri ■+• -4 S(f-h‘ m ‘ n * -4 S( m < n ’F>t ) , 

dalla quale ricaveremo la forinola 

(3} zz:S(i ) S( m ' n ’e) — — £<r+s» m ,«). 


V 
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Queste forinole , che si possono continuare senza fine* 
soddisfanno a quanto si è “proposto , siccome è chiaro. 

§ 33. Osservazione. Le fòrmole (i_) , (a) , (3) , ec. 
sono esatte finché gli ‘esponenti' m ■ n , p y q , ec. som» 
diversi l’ mi dall’ altro ; ma per vedere come debban® 
modificarsi nel caso che alcuni fra questi o. tutti ancora 
diventino uguali, bisogna riflettere che se per eS. si ha 
mz=zn, i prodotti a nl b' 1 , a"b"‘ diventano identici, e quindi 
«he. raccogliendo nelle somme i soli termini dissimili, il 
numero di questi sì riduce alla irietà, Cosi li sei ternari 
*i"‘b n cP a"b"‘cP ~^- dP.b' , c rl1 -+- a’"bPc n -+- aPb'"c n -\~a n bPc ,H , 
die nascerebbero dal permutare li tre . esponenti m , n , p 
«opra le tre lettere a^b.c, si riducono a tre soli nel caso 
di m := n , eioè ad a'"b m cP-\~ a n, bPc m -f- aPb m c m . Bisognerà 
dunque nel caso di due numeri uguali nell’ indice dell* 
somma dividere il' valore somministralo dalle precedenti 
forinole per 3 . E se sarà separatamente m = n,p = <7, 
si dovrà per ugual ragione dividere il valor medesimo 
due ’Volte per 3 , cioè per 4- Se poi degli espónenti delle 
quantità a,b.c , ec, ossia dei numeri degli indici se ne 
uguaglieranno tre', e fosse per' conseguenza m =: n = p ^ 
allora i prddotli formati colle letifere a ,b ,c ,‘ee. e con gli 
esponenti m , n , jp ,’ ec. si ridurrebbero alla Sesta parte , e 
perciò in questo Caso bisognerà dividere 'i valori dati 
dalle forinole precedenti per 6, ossia per 3.3. Così si 
dovranno dividere i valori medesimi per 3.3-4 Bel Caso di 


■tnt=s: ntss p q ; e così di seguitò. 
.Sarà perciò dalla forinola ( 1 ) 

Siti SM— Si* 
a 5 




S<hì) ; 


a ; 



ec. 
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dalla formola (3) 


* !> » I. 


1 » 


J(i)J6.>)- 3 5(j,*) ■ 

S('< ».»)*=; 1 ; 

\ ; ... ' . ■ a \ * .vi. 


S**S<> •) — a 5 <J'*> 

5 (',«,»)b=— — — — : 

2 5 

' ’ * I » 


t. 


i- • 


. f * # 

1 - IL ..il. 


— aiS^-O 

sé — — — 5 - 1 — ; 


«c. ■ ,i 

dalla forinola ( 3 ) , 

. ~ a 5 c* , >« — 

== — j 

' 3.3 9 


w - , - • 


iSl** 1 » 1 »’} s== 
cc. 


iiOStv,»' — 3i50>*> 1 '> 


.. 1 ••• 


3 . 3 




Indi sarebbe 


• .r 


a. 3 #**•*>. M , r 

^ * 4 . } .1 

C ■■ 1 ii.:.,:: i ». 

In questi e somiglianti casi bisogna attentamente avvertire 
di non porre nelle forinole susseguenti i valori delle pre- 
cedenti quando siano già stati divisi, ma di riserbare una 
sola divisione nell’ultima formola a cui si vuole arrivare. 
jCosì nell’ultimo esempio ijt »>»»*.*> dipende da e 

da ma non si porrebbero i valori di queste ul- 

time dopo essere stati divisi la prima per 2. 3 , la a.* per 
3 , come dovrebbe farsi se si considerassero ispidamente. 

Vedremo quanto prima l’ uso di queste forinole nella 
teoria delle equazioni. • « > ‘t . 




■* - - \i : • ' • 
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i , ,, . CAPO ITI. 

... j Proprietà generali delle equazioni. 

A ut. I; ' 

Definizioni , è proprietà delle radici. 

§• 1 utu > valori che può avere ì’ incognita di unii 

«qijazione si chiamano radici. Ciascuna radice ha la pro- 
prietà di rendere un membro dell’ equazione identico col- 
l'altro, qualora venga sostituita invece deli’ incognita. Qua- 
lunque quantità^ dotata di questa proprietà è una nuòva 
1 adice } e sochlisfa all equazione. La seguente 
x 3 -H 3x' 2 == 8;r -f- X 

I w ^ | ^ | j I ^ j t • | ^ 1 

è soddisfatta dal valore X =p a , percltè sostituito questi 
numero invece di oc si ottiene 1 

I. 

o •+• 1 3 = iti -+- 4 t-oésia 3»==*o j 
perciò a e una radice della medesima. Similmente l’equazione 
6;r * -+- to — 9ar gr a — ioz 3 

hi per una defle sue radici L jhazione — ~ . parche 
. -, 3 r 

sostituita questa invece di x si .riduce a 

« *■ r • i *' 1 ;• • * 

toao i5ao 

37 27 

cioè identica. 

§• a4« Le radici di un’ equazione hanno diversi nomi 
secondo i diversi aspetti sotto cui si contemplano. Si di- 
stinguono quindi 

• ì. ì .1 tv . t • . * * * i 

l.° in reali ed immaginarie ; 

... 7 ■ 1 1 oiM.'f. 

3 . m razionali ed irrazionali : 

- 1. > * ■ •’ . Ct li /' , 'f!'l ir . ' . . t , 

3.° in positive e negative; 

> . *'V I '• 5 . j.'ìi ....... 

4? in uguali e disuguali : . 

Ciascuna di queste speme porta seco nel proprio noin© 
anche la rispettiva definizione. 

§• 25. Tdn' equazione dicesi ordinata , quando posti tutti 
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i termini in un sol membro questi siane poi scritti m 
modo die il primo contenga la potenza piu alta dell in- 
« oanita . indi gli altri clic contengono gli esponenti gru- 

O J v , 

datamente minori, e per ultimo il termine lutto cognito, 
e nel secondo membro non vi sia scritto che lo zero. 
Quindi un’ equazione ordinala non può contenere l’ inco- 
gnita nel denominatore di nessun termine, e perciò deve 
esser ridotta alla forma delle funzioni intiere e razionati 
( 3 ). Deve inoltre la massima potenza dell’ incognita 

•jnon avere altro coefficiente che 1 unità positiva : man- 
cando qualcheduna di queste condizioni bisognerà ope- 
rare convenevolmente allineile 1 equazione proposta sia 
ridótta alla forma prescritta. Così 1 equazione 


■4 

v, . SI .'li 


3X 3 •+■ 5x = 


v. I 


si ridurrà alla forma 


) »: ..i r.- 


i 


i 5 3 

x ' - 4 - — a: 3 — — x 5 — 0 

3 3 2 


l*ft / 1 

i • col trasportare tutti i termini dal 3* nei t* membro j 
3 .° col moltiplicare tutti i termini pel denominatore x j 
3* col dividerli tutti per 3 j 
col cambiare tutti i segni. 

Un’ equazione del grado generico m , per ciò che si è 
delto . potrà sempre, ridursi alla forma 

've' « * 4 - Ax m — 1 -+- Bvc”'—* -f- Cx" l —l -h -4 -Sx+ T= o , 

in cui A ,B .C...S , T sono quantità tutte cognite, po- 

. \V . \ » : * ». 

sitive o negative. 

Alcune volte , affinchè si conosca il posto , che ciascun 
coefficiente occupa nell 1 equazione , ci serviremo de 1 coeffi- 
cienti nuuierizzali A , . A x . A 3 , . . . . A m , ed allora 1" equa- 


zione generica saia 




•!!> 


x -hA. i x ni -*-i-A z x m —iA~ . . . . , 
*+-' fm—X 2? 5— 0 • 




i :j‘ 

j ; 
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Occorrendo* di trovare tìn coefficiente marcato collo zero, 
come sarebbe A 0 , questo non sarà che 1 ’ unità , cioè il 
coefficiente di x m $ è se si trovasse A senza numero 3 
questo sarebbe lo stesso che A x , 

Se 1 equazione non e completa , òioè se vi mancano uno 

• più termini 3 si «marca talvolta la mancanza col segno 
"A messo ìlei loro luogo. Quindi 1 equazione incomplete 

a? 5 4- 6x 3 4-3 = 0 
éi scriverebbe 

a? 5 # -+- G* 3 & Mr ■+■ 2 = o.' 

§• ^G. Propi Siano a ,b : c ... . tante radici dell’ equazione 
{E ) x m 4- Ax-" 1 —' -+- Bx m —* -+-....4- r=o, 
essa potrà esattamente dividersi per x — • d , per ±-—b, 
per x — c y ec. 

Prendiamo la radice a , e perciò divìdiamo la ( 'E ) per 
« — a , e sia il quoziente 

(F) x — • -t- y/ 'x»-» 4- B '*»— * 4- . w . 4- S' 

*d inoltre! siavi, se è possibile, ùn residuo r: è chiaro 
«he sussisterà l’ uguaglianza , 

E — a )F-+-r. 

Ma per ipotesi E si annulla al cangiarsi di x in et 
( §. ad ) , e si annulla nel tempo stesso ainclic il prodotto 
( ar — a )F j perciò la precedente uguaglianza ài riduce a 

r =0j 

da cui impariamo che E , cioè l' equazione proposta è 
«sanamente divisibile per x — a. • » 

Si replichi erra lo stesso discorso sule radici byti, «c, 

• ** troverà che la proposta è divisibile similmente per 

x — ■ b 3 x — c , ec.j dunque ec^ Quindi.! è chiaro che 
nn equazione qualunque potrà sempre rappresentarsi col 
prodotto de fattori lineari come segue 1 » . 1 

(* — aX* — bXx— c) = 

§■ 3 7* Prop. Se non si vorranno contemplare che le 
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ladiei reali dell' equazione proposta , questa fi potrà de* 
comporre colla divisione in tanti fattori lineari quante 
fono le radici reali j e se il numero di queste sarà mi*- 
nore del grado dell’equazione, vi sarà di più un fattore, 
che non diventerà mai negativo per qualsivoglia valore si 
dia all' incognita j e che sarò di grado pari coll’ultimo 
termine positivo. 

La prima parte dipende immediatamente dalla propo- 
sizione precedente : per dimostrar la a. a parte supponiamo 
che dopo aver tolto dàlia proposta miti i fattori lineari 
provenienti da n radici reali non rimanga che il polinofnia 
x m ~ n - 4 - ftx”‘ — ' - 4 - ec. 

t Se fosse possibile che un valor reale di x per es. p 
rendesse questo' polinomio =: — K , cioè una quantità 
negativa , è facile a vedersi, die c.fl Ile sarebbe sempre 
un altro q che potrebbe farlo tornar positivo* e per q si 
potrà prendere o- 1’ infinito , ' o urta quantità tale che renda 
il termine x" 1 — " maggiore della somma di tutti gli nitri* 
Ciò posto : prima che x cresca dallo stato j> con cui liti 
dato il risultato — K allo Stato q, con cui dà il risultato 
positivo //, dovrà passare per «no stato O' Valore reale 
intermedio, in cui si avrà un risultato actMSìa f quosto 
valore • ed il polinomio x* , '~ n -4- ec. sarà di nuovo divi- 
sibile per x — /’, cioè avrà un altro fattore lineare e rea- 
le contro f ipotesi. . . 

Che poi l’ ultimo termine di questo polinomio debba 
«ssere di grado 1 pari coll’ ultimo termine positivo ne -s:e- 
remo convinti riflettendo che 'se egli fosse di grado -rnfs 
pari , ci sarebbe qualche quantità negàliy» che 1 sostituita 
invece di x darebbe im risultati) negativo^, die abbiamo 
di già escluso. E se 1’ rd limo termine fosse negativo 5 hi 
supposizione dimésso ridurrebbe il polinomio ad un ri- 
sultato nuovamente negativo. Dunque ec. . • •> •„ 
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$. 28. Osservazione. Dall' essere poi un polinomio in 
* di ‘6 rado P ar i. ed irreducibile ad un risultalo negativo 
Boa ne discende di necessaria conseguenza che non possa 
avere altri fattori lineari e reali : egli difatti potrebbe con- 
tenere un numero qualunque di fattori uguali della forma 
uìudi conchiuderemo clic se un polinomio 
in * non ha fattori lineari e reali, i» esso sarà di grado 
pin 5 a.° avt-à l’ ultimo termine positivo ; 3.° non ci sarà 
ahmn valor reale di * che il renda negativo: ma se u U 
tal polinomio avrà queste ultime tre condizioni , o avrà 
nessun fattore reale di primo grado, o conterrà un nu- 
mero pali di tali fattori. 


§• a 9 - Pro P‘ Se un’ equazione 
reali e positive, avrà altresì tutti 


avrà tutte le sue radici 
i segni alternativamente 


positivi c negativi • e se avrà tutte le sue radici reali e 
negative . avrà tutti i segni positivi. 

Nel i? caso i fattori lineari saranno * — a.x b 

x c . ec. . e peiVàò f equazione sarà della forma 

(r-aX*-i)(r-c) . . , . 
prodotto ohe sviluppato ha appunto i segni alternativi , 
«rom’è noto dalla natura della moltiplicazione. Nel 3.° caso 
la forma dell’ equazione sarà . • 


(*-+-a)(x4-ò)(* -f_ c ) : . . . (x-*-t)z=:o, 

la quale sviluppata 1 ha evidentemente timi, i segui positivi. 

§. 3 o. Proji. Se un’ equazione ha tutti r segni alterna- 
tivi, non potrà avere nessuna radice reale negativa-'; & se 

ha tutti i segni positivi, non potrà avere nessuna radice 
reale positiva. 


Nel pi imo caso, se fosse ’pctéiiibile che ci fossfe mia ra- 
dice reale negativa , questa sostituita nella proposta len- 
tie re Libo i teimini o tutti positivi o tutti negati ri , seconda 
«he 1 esponente massimo" di * -fosse ‘ pati ò disparii 
pereto non potrebbero disiiugge»si." Nel s"' éosìittbhar la 
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quantità positiva invece di x si avrebbe u» risultato po- 
sitivo , il quale di nuovo non potrebbe annichilarsi, dun- 
que ec. 

§. 3 i. Prima di passare esporre il seguente teore-r 
ma dovuto a Carte sio , è d' uopo sapere che si chia- 
mano variazioni di segno i passaggi dal segno -t- al 
segno — , ovvero dal segno — al 4- in due termici 
consecutivi di un’ equazione qrdinata ; e che si dicono 
permanenze di segno i passaggi da un segno ad un altro 
della medesima natura , come da -1- in -+- , onero da 
— in — . Amejidue questi accidenti si possono chiamare 
con nome comune successioni di segno. E' poi facile a 
vedersi che il numero di queste successioni in un’ equa- 
zione completa del grado |« è appunto = m; é se T e-r 
quazione è incompleta , il numero delle successioni sarà 
ancora il medesimo, purché si suppliscano i termini man- 
canti col segnq ± e poi coefficiente o. 

Prop. In ma’ equazipne qualunque il numera delle ra- 
dici positive non può accedere il numero delle variazioni 
di segno , e quello delle negative non può eccedere il 
numero delle permanenze. E se le radici sono tutte reali , 
le positive saranno precisamente tante quante le variazio- 
ni , e le negative quante le permanenze. 

Supponiamo per fissar lo idee che si ahhig l'equazione 
x 6 4- Ax 5 — /he ' 1 — Cv 3 4- Dx 3 — Ex 4- F o 
la quale contenga di già sei radici q tutte reali o tutte 
immaginarie , ovvero in parte reali ed in parte immagi- 
narie d’ un’ equazione , che deve ascendere al grado m. 
Sia a una nuova radice , cd il fattore x — a sia un fattor 
lineare die deve comporre la medesima. Eseguendo Iti 
moltiplica si formeranno i due prodotti parziali 
£x s — Cx * 4~ jPx 3 — Ex'+Fx 
—#x 6 — * \Ax 5 -J- aBx‘ -} -qCx 3 - aDx ' 1 Hf- a Ex; — aE 
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dovi* nella linea superiore si veggono oli stessi segni ciao 
toell’ equazione proposta , e noli' interiore i conlrarj. Ora 
nel raccogliere la somma de’ termini che si corrispondono 
verticalmente, dove questi sono di segno contrario, tanto 
può aver luogo il segno della linea superiore , quanto 
quello dell' interiore , giacche non supponiamo alcun rap- 
porto particolare fra i coefficienti A , B , C , ec. , e la 
radice a. Finché dunque staremo nella linea superiore , 
noi trasporteremo nel prodotto le medesime successioni 
della proposta j ma se discenderemo nell' inferiore pec 
raccogliere il segno relativo a' due termini verticali, allora^ 
«na permanenza si cambierà in variazione. Per es. se nella 

seconda colonna si dovrà prendere il segno in- 

i * 

Spriore, allora la permanenza -+• ■+• Ax G sarà cangiata 

in una variazione. Discesi poi , che saremo nell’ inferiore, 
p ci avremo da fermare i indiò i segni delle colonne ver- * 
tirali snnvnno simili , ed in tal caso continueranno le me- 
desime successioni della proposta j ma tornando questi^ 
ad esser dissimili potrà accadere tanto di tornare alla 
linea supcriore , quanto di rimanere ancora nell inferiore. 
Se si torna alla superiore, p una variazione si cambia in 
permanenza , 0 una permanenza in variazione , giacché, 
ciò non può accader» che per uu accidente simile ai 
due seguenti '• . ! r * 

— Bx 5 — Cx* ~ Bx$ -P- Cx' 

— nAx s -+• aBx * Vx .,~-,aAx 5 — aBx * , ; 

Jfel primo se dal termine a /jc 5 dovremo passine al ter- 
mine Cx ' per raccogliere il segno . vi, ha visibilmente un 
«angiamento di variazione io penna Renza , •« .nel secondo 
un cangiamento di permanenza. in variazione. Se poi avre- 
mo a rimanere nella linea inferiore , proseguirà Y ordine 
delle successioni tona nell. equazione proposta: Può diuv- 
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quc accadere indistintamente di passare piu volte da !ìa 
Jinea superiore alP inferiore , e da questa alla superiore ; 
ma da quest 7 ultima si dovrà necessariamente discendere 
almeno una volta per raccogliere il segno dell' ultimo ter- 
mine aF , e questo passaggio produrrà sempre una varia- 
zione di pili che nella proposta. Dunque coll" introdurre 
jiella proposta una radice positiva il numero delle va-j 
riazioni può crescere più dell' unità ; e valendo questo 
discorso per qualunque altra radice positiva b , c , ec. , ue 
viene che il numerp delle variazioni di segno potrà esser 
maggiore del numero delle radici positive, ma viceversa que- 
ste non potranno mai superare il numero delle variazioni. 
Se ora la stessa equazione 

a - 6 H- Ax$ — Bx * — Cx 3 4 - Dx * -+- Ex 4 - Ft=r o 
pi moltiplicherà per un fattore x 4- b proveniente da un» 
nuova radice negativa — b , $i proverà collo stesso di- 
scorso , che si aumenterà almeno di un' unità il miniere 
delle permanenze , e quindi che se le radici negative sa- 
ranno più di una , il numero loro non potrà mai superare 
il numero delle permanenze, con che resta dimostrata la 
prima parte. 

Se poi le radici saranno tutte reali, siccome si avrà 
tanto il numero delle successioni , quanto il numero dell** 
radici medesime = m , se si dirà 

il numero delle radici positive = h , * 

quello delle radici negative = k , — 
il numero delle variazioni r=n, 
quello delle permanenze ^ P ■> '• " 

para A4-A=V4-p; e non potendo essere nè 

À^>p, dovrà essere A = Arfc=^p, cioè- il numero dell* 
radici po itive uguale al numerd' delle variazióni , c quello 
delle nej ative uguale al numero 1 delle permanenze , eome 
s > i era pri popto in fecondo Jnogo. ~ » ’ * • 
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§. 3a. Se Tequazione sarà incompleta , siccome vi si deb- 
bono interpolare i termini che mancano col segna doppio ± » 
« col coefficiente o possono accadere due casi, cioè che si 
abbiano le medesime variazióni e permanenze tanto pren- 
dendo il segno superiore come 1’ inferiore , ovver o che rifl 
risulti un numero diverso. Nel primo caso non si potrà 
conchiudere altro che ciò che è stato or ora dimostrate» 
nella presente proposizione j ma nel secondo, siccome st 
ricaverebbero delle conseguenze discordanti sul numero 
delle radici positive e negativa , perciò ve ne saranno di 
sicuro di immaginarie, 

* Si osservi che tutte le volte che si supplisce un termina 
fra due di segno diverso, non possono aver luogo che 1? 
due disposizioni seguenti di segni 1 , cioè 

■ri- ± — j «t- ± *+* > ' ' 

nelle quali si ha sempre una variazione ed una pernia* 
nenzaj ma se i termini collaterali a quetto che manca 
hanno i medesimi segni, allora le disposizioni possibili 
essendo j 

•ri- ri- , ri*-’*: zt — , 

li vede manifestamente, che prendendo nella prima i| 
•legno superiore si hanno due permanenze, e prendendo 
l’inferiore si hanno due variazioni, risultati fra loro di- , 
scordi : Io stesso vale per la seconda disposizione. Dun- 
que nel caso che in un’ equazione manchi un qualche 
termine , ed i collaterali di questo abbiano i medesimi 
segni , saremo sicuri che essa avrà delle radici immagi- 
narie ; e vedremo ben preste «he qu^s^e non possono 
essere meno di due. 

. • . ' . " \ 

t s * *■„»!§. ‘i 

•* '»'!*/ | », 5 |ri « i.f ut l«i .1 , * t . 

. •» ! 

* 4 ' J » **• I • i »- C" * 

3 
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;• *' * A* *. li.*! -i»-; • j •? rf 

■■ i. .• 'ti'.’rw.: r : . .. :-.ìa?j . ■ j'* ;• ' ^ 

Mutazioni fra i coefficienti , e ie radici, 

, f f.! :.'a fi*. *<-•; » • J * 1 '<•'••• • !'•* : ‘ >• •• 

r §. 33. /Ve/?. Nell’ equazione generica , ed ordinata 

(E) af" J 4ar, m ’- 1 -k-Cx m ~ì. ;.ii r Hx n ^~ r . ..+ 'l\=r. q. 

K 9 U coefficiente. .di ar™—* presa caia segno contrario si 
ilgtraglia alla somma di. tutte le radiei;:- . * 

£ il coefficiente di a??tr* j$i uguaglia alla somma de’ bi- 
»ttrj 5 che si .possou .fiuW; con le radici medesime ; 

3.° il coefficiente di x n, ~ 3 preso col, segno contrario si 
Uguaglia alla somma, de’ téunarj chd simposio!* fare collo 
radio» ; ec. In generale i| coefficiente di nc n, -~ r si tignagli# 
al’ i somma de’ prodotti che si posson fare combinando ad r 
ad r le radici .della proposta . prendendolo però c ol pro- 
prio segno,; o #ol eoplrario seoondo che v è pari o disnari 
t inalmcule l’ ultimo termine T s’ uguaglia al prodotto 
di tutte le; ( radici o col proprio seguo O' col contrario se- 
condo che m è pari o dispari. c 

Supponiamo vera la proposizione per l’ equazione del 
grado m 0 essa dovrà verificarsi per l’equazione di grado 
qt ! -f- i . Siano dunque le radaci della prima ; b , c . . . . p , 
e sarà per. supposizione ,.u - : •» 

T -4 ►— ■ a> 4 b 4 o ..i j -pp 

fi~ob-i-Qc — 4 6 c + bd .\, ■, .... 

*tt Cazzale, -J- fihd. . . . 4 &cd. . . ; • 

• . t * * 

* j . * t : -** •: * ‘ ; - - > 

W * ' • jt 'fi', i: .‘ *« • . .. > . ’f O 

’J . - * * ** - • 

-4- r r — - abe . . , . p. 

Si moltiplichi la (E) pgl nuovo fattore x — q . e sia il 
prodotto 

{F) ....-f V'— o A 
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pra. è chiare che i ceefficienti di ijuesta non sono at> 

tto che \ r»: » c -- < 

A • — -A ' fi |J<!r i'ì *' ». ' * 

B'=~B — Aq • - :t 

- C'^xaJC-^Bq \ — ' . r. - ■ i •— \ , •’ — 

/ «Se. f . < ,• : r • .».*• ì '. -7 i- il»* * ’ il}’ lì-': • " V 

$.¥ 7 s=~rr*. Tq t I « • *1-1 ‘i l-* r r • i> 

cioè, rimettendo i valori di A , i? , C.. r-T >-rr lasciando 
i secondi membri sotto forma positiva, si avrà 
f— A ^ *f™ C i . M .,H“ P 4? if ' /( -* » ’ 1 

B ■ — db -{• dC:- .^4* bc y ~f~ bd'-~*~r • . rr^r - 4 <bq ...... -j~ ^ 

r— C’^=qbc -f- oò<f ì . . 4 - òcd .> . . .-4 abq . . .i .,-4 npq 

ec. .* . — ■ /f — ■ • — 

4" i — ' i obc . • • , t » . i I il '• ! i J i \ 

cioè i còefficienti di $JF) seguono là legge dei coefficienti ; 
di ( 2 £). Ora la legge proposta si verifica nelle equazioni 
di 3 ° sgrado, com’ièi facilissimo' a vedersi , ditnque si ve- 
rifica in quelle del 3 “ , 4 ? ? ec. grado , ed in tutte quell» 
de* gradi superiori.» 1 - V ; t— • ■ 

i Mancando in uh’ equazione il 2? termine, sarebbe 
d -f- b 4 c 4* ii • tt >. 

ed allora- la somma -delle radici positive si uguaglierebbe 
alla somma delle radici negative. Quindi un’ equazione 
mancante del . 3 .° termine non può .aver tutte le radici 
reali e positive. Così se mancherà il terzo termine, le re- 
dici avranno una tal relazione- fra loro , che la somma di 
tutti *i binarj positivi si uguaglierà alla somma di tutti i 
binarj negativi 5 e cosi dicasi degli altri coefficienti. In 
generale Ja mancanza di un qualunque termine è un in- 
dizio sicuro , che la proposta equazione non può avere 
tutte le sue radici reali , e positive» 

$ia per e». 1’ equazione 

a? 1 # qcci 4 i( 3 ar — - 15 =; a 3 
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i .cui coefficiiunti paragonati con quelli della \E) datm# 
A— o,B — : — a,C= 16 . D — — i5. 

Questa risoluta co’ noti metodi ci somministra la quattra 
Radici \ . - - • >4 

i , — 3 ,x= i 4- 2 \/ — r , ar=r;T a\/-— *• 

Sommando queste radici prese ad una ad una , a due a 
due , a tre a tre , e per fine a quattro a rfuaitro , si ha 
i — 3 + i -1- 2\! -r- i 4- 1 a\/ — - i= o ; 

— i.3 4- iCH-ayZ — 0 + i.Ci — — 3(t-4-a\> — i)-— 
3(i — aV— 'O+Ci+aV — 0 = — a } 

ir- 1 . 3 ( t -frav' — i.)»— 1\3 (i — 2 \/— i)4- 
j(i4-av / — i)(i — a>/^-'i)-^3(t4-2\/— i^ta-av^O =»-i0| 

— t. 3(i -fa^ — i)(x — 2\/ — x) s= — i5. 

§. 34. Prop. Assegnare il valore do’ coefficienti di una 
data equazione , quando questa si decompone colla divi-* 
iione per alcuno de’ suoi fattori lineari. * * 

Cangiamo nella proposta ( E ) x «ella radice in a, * »k 
avrà il risultato 


a m +Aa m — • 4- Ca m ~~ 3 -f- .... 4- 7 *t=o. il-- 

Sottraggasi questo dalla (.£) , e si avrà un residuo , chq 
si potrà mettere sotto la forma 

i™— — a n ‘ 4- A (x m — 1 **— n m ~ 4 ) ~f —— a 1 * — 4» * 

s C(x m ~i * — a">— i) . . . 4 - *£(* — a) = o ; 
ovvero dividendo per x— a, ed ordinando i termini h* 
file, verticali ’ .'a .) i 

a 

X r ^' , +ax mmì ‘ -H «’x*»! 4- -a®***-» -f» )‘,J. . 4 - n®-' 1 Vi 

4-y/»*“ , 4-^*"' J -f-^* , ap ,n 4-3-t- : * *‘r : . i" : .* 

4- £x m -i 4 - Bax">'* 4 A- A I . 1 

-fi’ Cjs^- 4 ! 4 . . ,*r> . . 4 -' __ . 


J. — -•» . •« -•* i 4 .* • 1 


;rf A 
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Questo si riduce alla • nuova fonili 

.xP-T 1 -f. A'x™- 4 ' -f* B x m -i ~j~ G'x *— 4 ...*4~S=x o 
■ponendo i.» « . .. < 

A' issa 4- w#! i .j . , * 

B’ssta' + aA + È • . ‘ , *. . 

n ‘.C'qfa 3 +a 3 ^ + ai + É? ; 

» , • t . • 

- > ■ ? J , L- ' 

* : v ' »■ * * * » .» 

* \ " 

S 1 == -f Aa n —' -y Éa m —> + Ra S. 

Tali sono i Valori domandati , e questi si sarebbero otte- 
nuti anche dividendo immediatamente la (E) j>er a — a. 

li’ inutile di far osservare che se la proposta si spo- 
gliasse del fattore x — <■ b invece di x — a, i coefficienti 
precedenti involgerebbero la radice b in luogo di a. 

§• 35 . Prop. Se nell equazione' (/i) , che rappresente- 
remo coi coefficienti numcrizzati come segue 
x m -\-Ax m -'-\~A. i x m — 1 A l x m ~i ,...-^A r x m — r ....-\~A m z=z o, 

supporremo = o una alla volta tulle' le radici a-, b , c , , . . 
c che siano , A^‘ , A^ , ec. i valori particolari, ohe 
in tali supposizioni riceve un coefficiente qualunque A ri 
si avrà 1 eg dagli anta 

A? 4- Af + A ( , c) 4- A? = ± (rn~t)A, 

valendo il -f- per r pari, ed il — per r è dispari. 

Non essendo A r altro ohe la somma di tutti i prodotti 
possibili j che risultano combinando ad r ad r le radici 
ilella proposta ( §. 33 ), ogni termine del valore di A, 
deve contenere un numero r di tali radici tutte fra loro 
diverse (facendosi qui astra /-ione dal caso che la pro- 
posta contenga dello Indici uguali ). Perciò ognuno di 
questi termini svanirà all annullarsi di qualunque delle r 
ledici die contiene , ma- sussisterà all’ annullarsi delle altre 
in — r radiai che non centi «me. Dunque nella sganna de’ 
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risultati A*? 4- A'P 4-efe. ogni termini del coèffifeienté 
A r sarà ripetuto m — • r volte , e quindi si verificherà l’ u- *' 
guaglianza che abbiàm propósto. <\> t 

Prendiamo per esempio l’ equazione del 5? grado 
x 3 4 - A ^x 1 1- A 5 2=o , i 

le cui radici siano a. y b ì t ì d Consideriamo il coeffi* 
eterne ^ 3 , che sappiamo essere pel §. 33 = 

— ( abe -t- abd 4- aed 4- bed 4- abe 4- ace 4- 
bee 4 - adé 4 - bde 4 - cde). 


Se suppóniamo, si avrà m: -* 

<z=:o . . . . Ay =± —~(bcd 4- bce-\-bde -\~cdèy 

b =. o . . . . A ( P = — (ned 4 - ace -ì-ade 4 - cde) 

c- -o . . .. . A 1 .^ =. — (abd 4 - abe -\-adc 4 - bde) 

d = o . . . . A^ 1 = — ( abe 4 - abe 4 -acè 4 - bcé) 

e = A'f — — (abc-\- abd-t-acd-+-bcd)j, 

e perciò sommando tutti questi risultati parziali . sarà i 
A%> 4 - jf 4- Af 4- Af 4- A^ = • 

— 3 ( abe 4 - <zètZ 4 - aed 4~ .... 4~ cde ) =2 —-(5 — ^ 3 )Agi 
Si vede poi facilmente che 1’ equazione , a cui si riduce 
la proposta col porre uguale a zero una delle sue ràdici , 
come a, deve essere ideniica con quella che si otterrebbe ^ 
se la proposta si dividesse per x — a- mentre nell'uno 
e nell’ altro modo si deve ottenere un altra equazione 
depressa di un grado, priva della radice a, e contenente 
tutte le altre b , c , d , ec. , i coefficienti della quale deb- 
bono essere indipendenti da a. 

§• 36. Assumiamo i simboli SO ) , S & , ec. , come 
al §. 30 , per indicate le Somme delle quantità semplici 
a ,b , c . t , de' loro quadrati , de' loro cubi , ee. , 

e se queste saranno 1 le radici delf equazione 

(,E) x»^~A v x"—' 4 - A , *«-* — AiX’à-i ... zk A* — » 

varrà l’ eguaglianza . 
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tSW tStA x &&—'■ *) 4#a ~\~A 3lSV"jl -~t^4 4 i9t r — ♦> * . . 5p/k/ r 

dove r è sempre uu numero intiero positivo non mag- 
giore di m , e nell’ ultimo termine vale 1 il sedino superiore 
se /' è pari, e l’ inferiore se /■ è ^dispari.- i 

Dividiamo la (J?) per x — a, poi la stessa per x — b , 
indi per x — c, ec. , e per ultimo per x^—t ì e sup^ 
poniamo 

E A — * * * . C 

~ ~ =2 x m —' -h B j x m 1 -4- Z? J x m ~5 4 - . 


k* \ , ' > — • J. c 

_ __ x «-i + c, *-*-» -f- C a x—> 4 - . , . . 4 - C m _, = 0 

—— = X"*-' 4 -D.x ^ 1 4 -l> a x'"-i 4 - - .... 4 -D m _, = o 


E ' • - * rr 

^ , — x*—* 4- S l x m ~ ì 4- ó’ a x«n— s 4- 1 • • • -1- 6’ m __, = e. 

Sommando lutti i quozienti ile nascerebbe 1 

mx m — 1 4(2?-, 4- C t 4 -D, 4~>» • 4 * 

4- (^>4* C , a 4-2? 3 4** *• • 4*’ò a )i' n- *t 

i 4 • i 4 i 4 • 4 • • • . 

< 4-$ m — l 4- fm— 4~ 4-. i ■ 4“ — 1 1 = O. 

Ma B t ,B. JI ,B 3ì cc.$ C, ,C a , ec, non sono altro che ciò 
elle diventano A x ^ A\ ^ c. a cioè i coefficienti della 

(Z?) quando si annullano una alla volta le radici a. b -,c , 
ec. 3 .dunque per la proposizione precedente sarà * 

B i 4* Ci 4 D t 4“ i ••• • 4” S l 'CSS — (bj t yA , ■ : 

■j B a 4- Ca A- D i 4- i i .ss ; (»*,— *-a )A 3 

B 3 4~ C j 4- Dj 4 « • « • 4~ (m — 3^ s 

m — , 1-1 — v. — 

k v ■' A f ‘ '• — K > } *0 

ri * * - '4 A.“ : — •* • — i\ — r.' — 

B:1~1 4* C,n_, 4* Dm~i 4“ • • • 4 *5m— i ~ dc.^Am — J 
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Inoltre a Yèn dosi in vini del §. I 4 U uguaglianza 
Di = a-—<A t 
C, = b — Ai 
Di = e — Ai 


Si =s t — A t> 

D 3 ~ a 2 — • dA | — . 4 j 

C'a —■ ^ J ■— bA , -f- A 2 
ì ) 2 = C* C^/, -+- Ay 


S 3 — *— tA , -+- : 

» " • 

$3 si a 3 — *4- à^ 2 — *• A 3 

C 3 6 3 b^Ai — t- bA 3 — ^3 

s e 3 — e ' i A l -+- cA 3 — 


^3 = ^ t*A x - 4 - tA^ — ^/ 3 • 

ec. , 

àe sommeremo in ciascuna classe le file verticali , e sò~ 
•tituiremo nel tempo stesso alle somme i valori già asse- 
gnati , introducendo i simboli convenuti , avremo 1« nuove 
Uguaglianze - - . ' - -* 

— (m — 1 )A X = $oì — mA l 

(m —2)A. 1 = S& — Sui A t -è- mA % 

—0 n —Z)A 3 s — 'S^Ai «+• A a *— 

ec. , 
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4aÙé flrnati « ritìàfi » ' - • £ . • -, - 

£('> = A t 

S(P = $<» — So» 4- 3 *3 

ec. 

,y ( r) __ ^ 5V-.) — /f a «SV-O -+• A ^ #*-}> . . . . =p rA,, 

forinola che si doveva dimostrare. 

Nel caso di r = m si avrebbe 
— A t .S’( m—,) — v* a Si"*-* 1 -4* $ m ~ò . . . ; . rp m.4 m , 
Per estendere questa formòla al caso di r > m , molti- 
plichiamo la proposta per ai'*, sicché ne nasca la nuova 
equazione 

,£•'”+'* v/a? m + V - 1 4- 4 2 .x J "+'»~ A 3 2:™+'*— "i A m x"~ù ; 

Mutando successivamente oc nelle radici ec. na- 

sceranno le seguenti : 

a m + n — Aa m + n — 1 «H- A 2 a m +' t — 1 —A 3 a m +'*-!...±A m a"z=:0 
k m -h n — -Ab mJ t~ n ~ l -f- A-i b m -h"^~ i —A i b ni ~ > r’ th ~ì. . . A A A ? 1 — ♦' 


/™+* — a /”*+—• -p. ^ r*+»-5...±^ m 

Sommandole tutte insieme, ed introducendo i simboli "ii 
usati , avremo 

Si"-h>—AS('”+'->>+ A a SH~*) -A 3 S('”+”- 0...± 4 m S(^-oì 
« se in questa porremo Successivamente n db i , à, 3 , ec. , 
•tterremo una serie di forinole particolari 
5>-fO _ ^’(m) _ £<«_£.,) _f_ J 3 . . . tff J m £(1* 

£</”+*> t±i ASe*+‘) — A„ Srt A ■t' $1*-»' .• . . , . qp,*,* 5c>? 

fec. ' » ' 

le qiialì éntrànó nella forni olà proposta. 

Questo teorema è di Newton, 

§• 37. Siccome dati' i fcoelficrenti A l , A 4 A , , éc. > 
abbiam sempre in nostro potere i valori di ec. 

\ 
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per ciò che o fa abbi am dimostrato ; così dati, qileSU ulnuif 
Valori potremo viceversa determinare i coefficienti vdeU’ e- 
quazione a cui appartengono. IttlatU-nientfr di più ^cile 
che il ricavare dalle formolo H del §. precedente? 

( A =3 6'C«) 

ASM^-SM-a ■ t \ 

^ *— — — i 


K 


... * 
. I 


A= 


l eC. 


A y SM—A t SM + SM 

, 3 ... . . . 

A % .90*— A. x SM 4- A, Si ») — ò‘f4) 

“* ,. 4 .-. . ’ ’ : 


. 1 . . 

. (../ 


f * » 


§. 38 . Vogliansi a cagion d’ esempio lé somme delle 
potenze delle radici dalla prima fino alla sesta almend 
nell’ equazione 

x 3 — 3a? J — x -+• 4=0. 

fatto il paragone de’ coefficienti di questa colla generale 
del §. 36 si ha zf, = 2, = — i , A 3 =: — 4 ■> & 

perciò si troverà per mezzo delle forinole ti 
$<•>=: a 

.?<>> = 6 • » ; .. ...■ • . . x 

ò’<3> = 2 .... . . . -, 

SM = 2 

SM = — l8 . . , .* 

Sm = — 4 a 

*c. , ...... ., 

Sianò invece date le somme , -, . .. 4 ^ 

SM =z 32 ; SM = 336 , 5 (j>.= 368 o , Sii) — 4 1024 $ 
SO) = 46323a $ iVt ò) =: 5280000 , e si cerchino i coeffir- 
cienti da A, fino ad A (; : si troverà colle forinole K .del 
§. precedente ... 

A, == 32 , A x — 344 1 ^3 = i 3 ia 
A \ — 784 , A 5 = 128 , A e ss 05 „ ' k 


l.|. !• ./< » 
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inde Inequazione dolala delle somme proposte sarebbe 
x 6 — 3 ax 5 ■+■ 344 ^* — i 3 iax 3 -+- 784^ , — .i^Sx =so, 

§. 39. Sarà ora facile di esprimere mediante i coeffi- 
cienti dell" equazione le somme simmetriche de' prodotti 
delle sue radici, che al §. 20 abbiado indicato per mez- 
zo de’ simboli , ec. Vogliasi .per es. la spnà- 

lua SO* 1 ’)) nell’ equazione di sopra 

, . _ x 3 — ax 4 — x + 4 = o. , , . 

Richiamando dal §. ai la formola (2), e- posto in essa 
m = 1 , n — 2 , p ==: 3 , si avrà in primo luogo 

Inoltre usando della formola (r) dello stesso §. si troverà 

=; io 

S< 4 >'> = SM s d — SM = 54, 

SM** — SMSM-^S^ 6) = 6 , 

« perciò sari, dopo eseguite le sostituzioni di questi valori j 

tS't'»*.?) = 2.10 — 54 — *6 = — ' 4 °- 

§. 4 «- Prop. Assegnare la soinma delle potenze? reci- 
proclie delle radici di un’ equazione. 

Una quantit à si chiama reciproca , quando essa forma il 

denominatore di un® frazióne , il cui numeratore è f umtài 

‘ I 1 , ' 

cosi — è la quantità reciproca di a; , . è la reci- 

proca di a " 1 -f- b* „ ec. Inoltre si chiama 1 reciproca un'e- 
quazione , le cui radici sono reciproche di quelle di un* 
altra equazione. Cosi se saranno a r . b -, c , e c. le ràdici 
di una data equazione , quelle della reciproca saranno 

1 1 1 . 1 . ... / I 

~a ì ~b' > ~c ì ec ‘ Quest’ ultima ha la proprietà 4 thè 1# 

massima radice della propósta per, lei diventa là mimata j 
e viceversa. ... 7 ..... » % 


Ciò posto si" cangi z in ^ nella proposta 

- J( . : > 1 Ut 


Digiiized by Google 



44 

(E) ** — Ax m ~^ i -+- A^x*-* ± , 

e dopo «ver moltiplicati tutti i termini per y m , si otterrà 
1 equazione in y della forma 

K-./"'— -4- — At-iy*-* .... 4- 

A ).y* •+* Ay -+* * — ® 

che è la reciproca di ( E ). 

Indichiamo per un momento con •rt*, , J<s) , ec. le 

$ nume delle potenze positive delle radici di qnest'ultima, 
ed avremo dalle forinole H del §. 36 

jO) — — , ovvero» togliendo la frazione 
A m 

A m 1 ^ — — Am~~i 5 
« similmente 

A m s <>> = /*m-I S< >— 30*— i 

JmSW = ^*—1 i ;,) Ami-ì^ -4-3.Ì*— # 

5('> = Am • • • • 

Ma dall’ essere rr = — , ovvero y =t — ne segue che se 

y x- 

d noteremo le somme delle potenze reciproche della pro- 
posta co’ segni d’indice negativo S ( ~ 1 ^ s. j » ec - s 
potremo sostituire questi ultimi ai precedenti .*(•>, J< : >, ec. 
Avremo perciò le formule domandate nelle seguenti 

Ì/f m jc— ) 

/ 4 ,n S ^ J / “ A m — i S ■ 2 » 

A m s< -i> = A m -> S > 4 - , 

e in generale 

A n . Si = 4 —, — 4 —. 4 - 

zin— » 3= r^ m _, , 

dove sempre vale il segno superiore nel caso di r pari. 

Se si volessero le somme delle potenze reciproche 
delle radici dell' equazione precedente 
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f .* 


,r® — 

a oc a -v-a? 

4- 


fai CUI J?Ì 

ha 

w»=? 3 , 

a 

II 

0 

1 j 9 -9 j) 

j4 rjt"~ j — • 

— i 

* d m — 4 : 

— 0 , cc. 

si troverei)!.» 


II 

i 

. 

t 

T’ 

-s 

- il . jt- 

4” 


91, 

‘ 4 V *> 

•0. 


. 

f 

' 


\ 1 


• 1 7 1 ‘ 

A n t. 

in. 



' : v * ' • c •> *.‘‘1 ’ iu’iv u • * '* * **. 

dicuni caratteri delle indici reali , immaginarie „ 
t , -, ed irrazionali. 

v ,• • o 1 i o ■ ;i._. • . h 

§. 4 l- Prop, Se un’ equazione ha l’ ultimo termine pò* 
$itivo , ed altronde abbia delle radici reali , avrà un nu- 
mero pari di radici positive $ e se ha l’ultimo termino 
negativo , avrà di, sicuro un numero dispari diradici r,e;ii 
parimenti positive. ; - . ,• ; 

La proposta sia in primo luogo T 

* m -+• AaJXr - 1 t+t -J- r = =#, v \ 

in cui i coefficienti A : B,C ' > ec, siano positivi o negati- 
vi , e 1 ’ ultimo , H'sia positivo. Suppongasi questa nata d.d 
prodotto di altro due, la prima delle quali non abbia che 
radici reali a ,b , c , , . h in numero n, e ja seconda n^*t 
ne contenga più alcuna, e perciò sia di grado pari eott 
l’ ultimo termine positivo ( §. *7 )•. Potremo dunque sup-> 
porre l’uguaglianza 

Ax m ~ l *+• . . . .t-4- 7* = 

C *' 1 -bax 11 — , . * 4- <cj ).( -4* a' ar m — '*— * + . » . -+-?') * 

e dovendo il secondo membro , sviluppato che sia , di- 
ventare identico col primo, si avrà e siccono 

si è supposta T positivo, e tale pure deve essere 9% 
perciò anche q sarà positivo. Ma perchè q sia positi.? 
bisogna distinguere il caso; di n pari da quello di $ 
<4ispr.il. Nel primo <7 oocupa un posto dispari nel, poi»- 
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nomi» x n -+■ ax n — t '-+- . . . , e perciò preso col suo segno 
( 5 .- 33 -) ug/faglierà il prodotto di tutte 1è radici , onde 
sarà qz=.abó...h . Sarà' dunque positivo questo prodotto , 
p quindi 0 ^utf.e le.. Radici a. L , c , . ... . h saranno positive , 
o lo saranno a due a due. Nel caso dunque di n pari il 
numero delle radici reali e positiye sarà pari. Nel caso» 
poi di n dispari trovandosi q in luogo pari si uguaglierà 
col segno mutato al prodotto delle n radici , c quindi 
jsarà qt=z — abe ... A. Ma’ dovendo q essere positivo , 'tale 
dovrà essere anche il prodotto — abe . . . h 3 e non poten- 
dosi ciò verificare senza che una 0 tre o cinque ec, 
siano le' radici negative, resteranno le positive in ntimérj 
di due , 0 di cpiattrq , 0 di sei ec. , cioè sempre in ftu~ 
pierò pari. 1 • . r 1 n • ; 

Sia in secondo luogo negativo l’ ultimo termine T della 
proposta , e questa pi supponga nata dal prodotto de’ due 
polinomj c 'i --'t •. - '■ ' • l l 

. . . — q')(x m ~^ n a’ apm— «— f . . . -4- q") =: o. 

3 E’ chiaro che dovrà reggete 1 uguaglianza*— T ——~qq 
pia siccome so n è pari q si trova in Sede dispari, irprindi 
para — cp=?abc . . . b , prodotto che pop può ; essére negati- 
vo senza che una 0 tre o cinque ec. delje radici d .b*c . . . 
piano negative , c quindi io numero dispari quelle che 
pestano. Nel caso finalmente di n dispari sarebbe - 4 - «7=2 
abc...h } prodotto che per essere positivo pon può am- 
mettere fattori negativi che in numero pari , e perciò in 
numero discari i positivi. Quindi nel caso di T negativa 
le radici reali e, positive della proposta non potranno es- 
sere 'che in numerq dispari , come si è 'proposto. 

§. 42. Próp. Se R , r rappresenteranno^ delle quantità 
qualunque 'reali , ed /, i delle quantità immaginarie di, 
qualunque valore e forma j cd inoltre l’equazione . , • , 

■(£) 1 SP* •frJg *—* ^ T*=zo : . ■ ; l ’ ■ •; 4 
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|ì supponga «vere per mia radice x~ R -f . I ^ ossa -alia 
«empre anche la sua con. j agata xzzzli — I. 

' Siccome dalia prima di queste radici si. forma il fatto* 
lineare ce — ii—I. così «ara dimostrata -la, proposizionb 
*° faremo vedere eh* l’ equazione (/£) è divisibile anche 
J»»' A -t“ /••* - - i ' f 0' • 

0 Divisa la {£) pel fattore , x — - R — / suppongasi rq-,{ 
il quoziente, onde abbia luogo 1’ uguagban/a 

» •"•j*'» .• E st=( r H- — /}. 

Eseguendo questo prodotto si avrà > ’r 

(cr;-^-:/li) r-t- (x -~jR )i 1 __ ^ 

e. ih «> — li '•!« — i Ir S 

©ra è evidente i? che il prodotto di una quantità reai* 
per un’ altra immaginaria non può essere che immagina* 
no : 2 ° che dovendo annullarsi <T equazione , nè potendo 
interrami reali venir distrutti dagli immaginari , bisogna 
che questi si distruggano fra loro , affinchè non reatino 
obesi temiini di forma tutta reale j il termine li , che 
comprende il prodotto di due parti 'pule immagina- 
ri cu, deve essere tutto reale ^ altrimenti al: distruggersi, 
«lei termini immaginari nbn rimarrebbe di reale che > 
t oc Ji ) rzpz o , da cui si con chiudere bbe essere r — Hi 
il fattore della proposta , cioè lutto reale contro l’ ipotesi, 
Hovrà quindi essere J v 

■ ( x — - li ) * /r=s o j ->*s 

e siccome da questa si ottiene ' » 

(x-R)i 

1 » 

, * -t 

sostituendo questo valore nel quoto r-4- tVesso diverrà 

1 I (*«— li)i . (x — d-+-/)i 

— h t , ovvero , , 

fe siccome questo è manifestamente divisibile per x — R-\- T„ 
testa perciò dimostrato quanto fu proposta. 
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Se poi Sarà I^=S\'-—r , « quindi R -+-/=s:i?-f-'.V — f* 
cioè della forma competente a tutte almeno le funzioni 
algebriche immaginarie , l’ equazione proposta , oltre il 

fattore x-~ R <V — i , ammetterebbe necessariamente 

anche il suo coniugato * — R-i-Sy /* — i , e quindi ancora 
il fattor reale di z° grado x * — zRx -t- R 3 - 4 - S 3 , che 
risulta d#l loro prodotto , « che *i può rappresentare sotto 

Ja forma * 3 •+• px -+- q. 

§. /f 3 . Da queste # due ultime proposizioni ne segue a 
X? che un'equazione qualunque dotala dell’ultimo ter* 
jnine negative; ha almeno una radice reale positiva; 
a. 0 un’ equazione di grado pari avente l’ ultimo termina 
negativo ha almeno due radici reali , V una positiva , 0 
V altra negativa $ 

3° un’equazione di grado dispari ha almeno una radico 
reale positiva 0 negativa secondo che il suo ultimo ter- 
mine è negativo o positivo, 1 ■ * • 

- §. 44- Pr°P- Se un' equazione è dotata dei fattore irra- 
zionale x— a — \/b , lo sarà ancora del fattore x-a-+-\/b. 

E’ phiaro in primo luogo che se si ha un’ uguaglianza 
fra quantità miste di razionali e di irrazionali , debbono 
uguagliarsi fra di loro le une p le altre separatamente. 
Se infatti si avesse 

A - 4 - y/B — F -\-\JG , 

questa non potrebbe sussistere a ipeno che non fosse nel 
fempq stesso # 

A rxzF , y/B 1=. \'G 5 
avvegnaché se cosi non fosse , si avrebbe 
A —F =r. y/G — s/B, 

cioè una quantità razionale uguale ad una irrazionale , 
Jo che è impossibile. 

Ciò posto si ponga nella (E), a -f- \/b invece di x , e si 
jjvrà un risultato , che potrà rappresentarsi sotto, la fornai 
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P + Q v' b — o , 

in cui J° è 1 ’ aggregato di tutti i termini razionali , Q quel- 
lo de’ termini affetti dal fattor irrazionale y/b. Dovendo 
pertanto essere a parte 

jP = o , Q \ib = o , 

se sottrarremo la seconda equazione dalla prima , avremo 

P—Qy/b— o 3 

e siccome questo non è che il risultato proveniente dal 
porre a, — y/b invece di x nella (/?) , perciò essa sarà 
Ugualmente soddisfatta anche, dal- valore oc a — y ; b : e 
quindi sarà divisibile tanto pel fattore lineare x — a — y/b , 
quanto per x — a -\-\ib 3 c quindi ancora pel fattore di 
secondo grado tutto razionale cr 3 — a ax a° — b. 


CAPO IV. 


Eliminazione delle incognite dalle equazioni 
de gradi superiori. 

45. H grado di un’ equazione? contenente più inco- 
gnite si valuta dal massimo esponente che ha una di esse 
quando si trovi sola in un termine, o dalla massima som* 
ma che vien formata dagli esponenti di due o più inco- 
gnite , quando queste si trovino moltiplicate insieme in 
qualche termine. Due equazioni a due incognite potranno 
rappresentarsi sotto la forma 

. . t 

t ’ » 

(A) y m -f- Ay m ~~' •+• By m ~ x T — o 

. 1 • . ; » ■ ’ • 

(B) y>' -+- A ’y n — ' 4- B 3 .... 4- T’=r o , 

purché i coefficienti ' siano delle forme seguenti , cioè 

■r x J * v S v.- . ‘ “ v ' ' 

4 
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A'zx.a - f- Ja? 

B = c -+- cfe -h «X* 

C ==/ -+■ gx hx 7 4 - hx* 


« 


T =pA- qx-\- rx 3 -+- #x« 

A'rxx a 1 -\-b' x 
B‘ = c' 4- d’x 2 * 

C ; = Z ’ 4-^'* 1 4 - V * 3 4 -^ ** 


T'=r: p’4- y'x+r’x* . . . , 4- t x x H . 

Queste equazioni saranno poi complete a incomplete 
secondo che i loro coefficienti conterranno o no tutti i 
termini , che abbiamo loro ({ni assegnalo. 

Qui parleremo specialjnente di due equazioni a due 
incognite} e l'equazione che generalmente si ottiene dnl- 
l’ clipiinazionc , e che non comprende che una sola inco- 
gnita j sarà da noi chiamata la finale o risultante. 

. §. 46. Prop. Assegnar^ le condizioni ed il gra,do che 
deve avere la risultante delle due equazioni (A) , e (B). 
. Fin giamo che queste due equazioni siano di già riso- 
lute per rapporto all’ incognita j e che perciò siansi già 
ottenuti dalla (A) gli m valori di jr , i quali saranno al- 
trettante funzioni di x , che chiameremo rispettivamente 
a\a" ì a"\ ec. . . . a fm) , e dalla ( B ) altri n valori della 
medesima p - , cioè b' , b" , . . ,U m ^^ tutti in funzioni di x. 
Potremo rappresentare le due proposte con 

(A) (y — « Xj — a" Xj — a "') • • • • (/ — c< m, )= a 

{B) (j — b‘)(f — b'") • (.a — & (n) ) = <*• 
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Ora è chiaro che non potranno aver luogo queste equa- 
zioni nel tempo stesso , se uno almeno de' valori di jr, 
che soddisfa alla prima , non soddisfaccia anche alla se- 
conda. Sia a 1 questo valore , e si sosliuiisca nella a. a , 
onde ne nasca la 

(C) (a — b’)(a' — b”)(a—b'") ....(a’ — b<">)x=o, 
e questa verrà soddisfatta all’ annullarsi di un qualunque 
de’ suoi fattori. Ora ciò che vale rapporto alla radice a’ 
dee valere rapporto a qualunque altra radice della (A) ^ 
onde avranno luogo ancora tutte le seguenti equazioni : 

(D) __ h' )(a" — b" ) . . . . (a» — b f">) = o 

(£; (a’ ,, -r-b'Xa n '—b n ),...(a 1 "— = q 


(0) (a<”l — b' — b") («("■> — &(«>) = 0 . 

In questo modo avendosi tante equazioni (C) , (D) , ec. 
quante sono le radici di (A ) , cioè in numero m , nes- 
suna di queste a parte potrà essere la risultante doman-r 
data , ma lo sarà bensì il prodotto di tutte , al quale unit 
camente compejn la proprietà di apdare a zero con quar 
lqnque de’ fattori a’ — ò / ,a’ r — b\ ec. Perciò la risultante 
di due equazioni a due incognite sarà il prodotto di luLte 
le equazioni particolari , che si possono ottenere col ri- 
solvere una di es$e rapportq ad una delle incognite , e 
sostituendo successivamente tutte le radici trovate in luogo 
della stessa incognita nella seconda equazione. 

Dopo queste considerazioni sarà facile di indovinare il 
grado a cui , generalmente parlando , do.vrà ascendere la 
risultante. Imperciocché essendo essa il prodotto delle m 
equazioni (C) , (D ) , ec. , ciascuna delle quali ha n ra- 
dici , il numero di queste sarà in generale = mn , cioè 
al prodotto de’ numeri esprimenti il grado rispettivo delle 
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due equazioni proposte. <Ma passiamo ad indicare alcuno 
de’ metodi , con cui si possa eseguire l' eliminazione ne’ 
casi particolari. In questo Compendio non faremo cono- 
scere che quello di Bézout. 

§. 47 • Prop. Trovar la risultante di due equazioni a 
due incognite. 

Incominciamo dalle due del a? grado 

(1) Jj* -Ì-Bj-+-C=r 0, 

( 2 ) A'y*-+- B'y -i- C 1 =. o. 

Moltiplichiamo la prima -per A\ e la seconda per A , e 
sottraendo il secondo prodotto dal primo avremo per 
residuo 

(3) (A’B — AB'ìy A'C~ AC' = o 
equazione di primo grado rispetto ad y. 

Sottraendo di nuovo dalla (i) moltiplicata per A’v-bB 1 
la (a) moltiplicata per Ay B avremo un altio residuo 
di primo grado in y 

(4) (A'C— AC‘)y -+- B ’C — BC’z= o. 

Moltiplicando finalmente l’ equazioni (3) e (4) pe’ coeffi- 
cienti alterni di y , e sollraeudole , avremo per residuo 
(4) ( 4'C — AC y d'B — AB'ÌQB’C — BC') — o , 

la quale è la risultante richiesta. 

4^. Siano adesso due equazioni del 3? grado in y : 
( 1 ) Ay 1 -b By* -b Cy -+•/>= o 
(a) A'y^y-B'y’ 1 ■+■ C'y -+■ D< = 0 . 

In 1 ? luogo dalla ( 1 ) moltiplicata per A' sottratta la ( 2 ) 
moltiplicata per A rimane la 

(3) ( A’B—AB'\r a -b ( A'C—AC')y -b A’D-~AD’ = o. 
In a? luogo dalla ( 1 ) moltiplicata per A'y -b B' sottratta 
la ( 2 ) moltiplicata per Ay-\-B , rimarrà la 

(4) (. A'C — AC')y a -+- (A’D — AD'-hB'C — BC'ìy 

-b B'D — Bir = o. 

I 11 3° luogo dalla ( 1 ) moltiplicata per A ’/ 3 -b B’f + C 1 
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Sottratta la' (a) moltiplicata .per Ay* -4 -By-\-C resterà la 
(5> (A'D-~- AD’yy % +C'D—CD'z=: o. 

Facciasi ora per compendio m 

A'D — AD'zs* G 
. . . y*\9 — /ìj5' = H 

; B'D — BD' = K 

A'C — AC — L . , 

B’C — BC 1 =z M 


\ C'D — CD 1 xssNy’ . - . 

e le equazioni (3) , (4) , »■(?) diventeranno 

(3) ; /// a -t- Ly + G = o • 

(4) : ;Z/ a -4- (G -t- d/)r -4- K = O 

(5) i G/ a ,-+-|A'/ -+- A = o. 

Da queste combinale a due a due col moltiplicarle pe* 
coefficienti alterni, di / a e col .sottrarre i prodotti, n 
avranno le tre seguenti di primo grado in / , cioè 
(a) [ L a — i/(G -4- il/) ]/ — IIK -4 - GZ = o 

<fc) (GZ — //A)/ *4- G a — UN = o * , 

(c}f, . ..{GCG *+- A'Z]/ -+- — LN’^== ° , 

dalle quali ricavansi le tre espressioni di/, cioè 
HK — GL 





Z a -. GH — HM 5 
UN — G 3 ì 
GZ —.//A * 
LN—GK 

KL ' 



.•[ 


Paragonando ora la i.* colla 2 .*, poi la i.* colla 3.*, e 
per ultimo la a.-» eolia 3.* , si avranno le tre seguenti ri- 
sultanti : \ i .. 

[G 3 -M/G a — (UNÌ zKLì) G 4- (À a — flZV) //-|-Z a iV ]/Z =q 
[G 3 -fiWG a — (#ZV+3AZ)G*KK 2 — dZY)//4 ZGV jZ=o 
[ G 3 -p JJ/G a — (/ZVrfc- *AZ) G 4- (A 2 -dZV)/(d-.Z a A 7 jG=o. 
Tutte « tre queste risultanti sono identiche, iu tutto fuor- 
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che nel fattore fuori delle parentesi, die ne altera il giti* 
sto grado , e che deve togliersi colla divisione j giacché 
[ nessuna delle tre equazioni 

// = o , L — o , G = b 

può esser la vera risultante , non contenendo queste che 
dei rapporti fra alcuni soltanto dei coefficienti delle due 
proposte. Tolti perciò questi fattori inutili, la risultante 
domandala sarà 

c P ) G 3 +.WG 2 — N=o. 

§. 49- Siccome ne’ casi particolari sarebbe difficile a 
discernere i fattori inutili , che nel corso di molte opera- 
zioni da praticarsi si potrebbero insinuare, quindi sarà 
vantaggioso di dedurre immediatamente l’ equazione fittale 
dalla generale (P) col sostituire alle specie G, I 

valori dedotti dai casi particolari. Tediamone un esempio; 

Siano date le due ; . 6 

( O ocj' 3 — Gj' 2 — xf -J-6 — o 

{3) 37- 3 — 3 ar^ 2 — - o.x^j •+- 3 a? 3 — o. 

Paragonati i coefficienti con quelli delle due generali si 
troverebbe 

A — x A' — 3 

B = — 6 B> — : — 3x 

C == — ± C’ — — ix x 

D — G D — 3x 3 . 

Da questi con somma facilità si deducé — 

f s 

G — 3(4 — af ‘ ) , L — 2ar( a? 2 — t) 

H = 3-( x 2 — 4 ) 5 M = — 9cr 2 , 

A=i8x(ar 2 — i), N = 3ar 2 (a? 2 — 4) * 

é finalmente la risultante 

»7 (4 — ar'*) 3 — 8 1 a? 2 (4—x 4 ) 2 — 3 : (4 — a? 4 ) [cp: 2 (a? 2 — • 4) a -f* 
73ar 2 (x 2 — i) 4 J-f 3(ar 2 — 4)[3a4az 2 (ar a -i. r) a -j- 27 ^(ar 2 — 4 )} 
*+• iaar 4 (x a -<-tj a (ar a — 4) = o 4 
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titie è del 12 ? grado come dev’ esseré , poiché le date 
sono l’uria del 4% e l’altra del 3j grado ( §. 4^ )• 

Il metodo présente si può applicare anche alle equa- 
zioni di più allò grado , ma bisogna confessare che i cal- 
coli necessarj per trovar l* 1 equazione finale vanno sempre 
più complicandosi fino a diventare impraticabili. 

§. 5o. Pro/). Trovare la risultante di tre equazioni di 
grado superiore al prurito , e a tre incognite. 

Siano rappresentate le tre equazioni dalle tre forinole 

(0 4m = °5 O) — o; (3) = 

Si elimini col metodo precedente la z dalle ( 1 ) e ( 3 ) j 
e ne risulterà un’ equazione fra x e y , che rappresente- 
remo con = o. Eliminisi ancora la z dalle ( 1 ) é 
(3) , ed avrassi un’ altra equazione e’ x ,y = 0. Si cerchi 
ormai con gli stéssi mètodi la risultante delle equazioni 
e x , y : — o 5 e x , y o ^ 

è questa sarà la domandata. Ciò basti per vedere come 
si possa procedere nel caso di un maggior numero d’in- 
cognite. 

§. 5i t Alle volte accade che avendosi un numera d’in- 
cognite uguale a quello delle equazioni , non si possono 
ciò non pertanto determinare, ma solo si arriva ad una 
relazione fra le quantità cognite , che vi sono contenute. 
Un esempio ci viene somministrato dalle tre equazioni 
( 1 ) xy—a — bxz , ( 3 ) xiyzzza' — b'xz , (3) xyzzza" — b"xz , 
dalle quali comunque maneggiale non si ricaveranno mai. 
i valori di x^y^z. Infinti si ha 

per mezzo della t* e a» 
per mezzo della 1 * e 3’ 
e per mezzo della a* e 3* 



rt—cl 

±z — 

b-tf’ 


a- 

-a ’ 1 

XZ=B 

b. 

-b a > 


a 

-a” 

xzzzz 

V 

—b ,r 
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Paragonando di nuovo ai due a due questi valori di ari * 
con lo stesso ordine , Ai dtterrannjo le tre relazioni ira 
le quantità cognite a , a% a", b , b ' , h" : 

, ( a—a')(b — b") — (a ~~a p )(b — 6*) 

(u— a' ')(})’— b 1 ') = («' — a")ib— b') 
ta—a"){b'-b>’) — (a’—a”)(b—b"). 

Se si ridette che facendo il prodotto a le inco- 
gnite si riducono alle due sole y ed u . si vede che 
la quistione si riduce alla classe dei problemi più che 
determinati ^ ne’ quali sempre ha luogo una simile rela- 
zione fra le quantità cognite , acciò essi siamo possibili. 

5a. Pro/). Eliminare i termini irrazionali da un’ e- 


quazione. 

11 presente problema si scioglie d’ ordinario più spedi- 
tamente col formare ne’ membri dell’ equazione quelle 
potenze che sono atte a distruggerò i radicali , che a caso 
contenesse. Ciò non ostante si può far uso della dottrina 
. dell’ eliminazione , ed eceone un esempio. 


Sia 1’ equazione y — \/t — y/x. 

Poniamo \/t z=z , yjx — u ^ 

e da queste formeremo subito le equazioni razionali 
<l) t=zz 3 , (a) x=n 2 j 
quindi la proposta diventerà 

y — z — u , ovvero y -+- a = z. 

Sostituito questo .valore di z nella ( 1 ) ne nasce la 

tz=.{y-yru) 3 , ossia t —y 3 -^-Zy ' À a y- Zyu 3 — j—zz 1 „ , 
da cui per essere u 2 ricaviamo 


t — y 3 — Zxy=.(òy r ‘-y-óf)u 


e da questa u 


t — y\ — Zxy 


3 /" 


•OC 


e quadrando iPz=zxz=z — - 2 —~ 

.. £>/ " t ~ **0 
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é finalmente 1’ equazione tutta razionale 

x(3j a -t- a?) ,J = ( t — y 3 — a . 

CAPO V. 

Trasformazioni delle equazioni: 




• * 


§• 53. Chiamasi trasformazióne di uri’ equazione quelli 
operazione analitica, per mezzo della quale- da un equa- 
zione data e determinata se ne, ricava un’ altra , le cui 
radici hanno con quelle della prima delle date relazioni. 
Così data l’equazione <• 

( E ) x"‘ -f- A-X" 1 —' -f- Bx ,n —’ 1 -4- . . . . T — o 
si cercano il grado ed i coefficienti della 

(F) jr n A ' y ' L ~~ 1 -+- B' ....== o , 

nel supposto clié fra x ed y passi un rapporto qualunque 
espresso da un’ equazione , che si chiama di relazione. 
i^oi non parleremo che delle trasformazioni più semplici 
e più utili insieme. 

§. 54- Prop. Trasformare l’equazione (£) in un’altra 
(. F ) , sicché le radici di questa si uguaglino a quelle 
della prima moltiplicate per la data quantità h. 

L’ equazione di relazione Sarà 
jr — lrx. 


T • 

da cui avendosi x — ^ , potremo sostituire questo valots 


re ad x , ed otterremo 
r' n Jy m — v 

_ 4 _ —iLl, — Li . 

h "* h"‘— 1 

e moltiplicando tutti i termini per h m , si avfà la doman- 
data , j ^ . ,y 

( F) A hy" 1 —' -f - Bh." 1 y ”'—' 1 . . ± Th’ n ~ o. 

Osservando i coefficienti di questa , troviamo che noni 


By m —i 

A'"—* 


-4~ • • • • riz T — o 
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sono altro elio quelli ni (./?) moltiplicati rispettifamentó 
pe’ termini della progression geometrica' 
i , ù v IP , h 3 . . . . h m . 

§. 55. Questa tras forni azione è utilissima per liberare 
tuia data Reptazione dalle frazioni che per avventura Con-' 
traesse , senza che il primo termine acquisti perciò un 


coefficiente diverso dall’ unità. Si ponga infatti 



rappresentando f . t g . / , ec. i denominatori che si trovas- 
sero ne' coefficienti dell" equazione ; c la nuova equazione 
in y sarà la domandata. 

Così nell' equazione 


ar 1 


■ . 77 - 


T* + T 


y 

posta x ~ — jr— p , si avrà dopo tutte le riduzioni fa 
trasformata 

y 3 — 45y a -+- 6acfy -+- r> 4 oo = o 
in eni nè v’h,i coefficiente fratto, nè si c cangiato (fucilo 
del primo termine. 

Parimenti per liberare del denominatore 5 1’ equazione 

3 

x' r — atr 3 — 7 — 0 

y 

si porrebbe x = e si procederebbe come dianzi £ ma 

sarà più semplice il formare la progressione 
i , 5 , a5 , ia5 , 6a5 , 
e moltiplicare per ordine i termini della proposta per li 
corrispondenti di questa , onde si avrà subito la trasformata 
y 4 — ioy 3 — i5y a 4- ia5y — 4^7^“ °- 
§. 56. Prop. Fare che le radici positive di un’ Repta- 
zione diventino negative , e viceversa. 

Facciasi ar = — y 3 e la trasformala dell'equazione (F) 
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«fopò aver cangiali tutti i segni 5 se fa d’ uopo , affine di 
rentier positivo il i* termine , sarà 
(/ ) y m — 4y*—' h- • — Cy ,n —i . ±7=0, 
la qii.de non differisce dalla (i?) clic ne’ segni de' termi- 
ni posti ne' luoghi pari. Si potrebbe dunque ritenere la 
stessa incognita x , e mutar soltanto i segni de' termini 
anzi detti. 

Cosi 1’ equazione v 

x 3 — 3.2? 2 — zx -f- r ~ o 

«i cangerà in un’altra a radici di segno contrario scrivendo 


x 


-+- 3x* 2X — 


0. 


Similmente se invece di 


x 


-J- 2X 1 -+- tox - 7 ss ò 


si scrivesse 


" ì 


> .i 


f. ax 2 — I ox — 7 ~ O ^ V -*■ • » 

bbe positive le radici , che nella prìmit 
viceversa. E qui è da avvertirsi che 
più termini il cangiamento di segno dee 
gli esistessero , ed avessero lo' zero pél’ 


•M s 


,\ 


rasformare l’ equazione (E x ) in un' altra , 
li questa siano quelle di (Ì?) 1 diminuito 
ì h. 

relazione sarà >• ' 

■—h-, 

à da questa il valore di x , cioè y -f- h , 
E) , si avrà 

T=.o. 

possono-' sviluppare ed ordinare se- 
-r-rrmio le potenze ascendenti o discendenti di y : Ciascun 
modo’ ci fornirà delle utili osservazioni, ineotriinciamo dà! 
primo. 

Sviluppati i precedenti’ binoinj. ,• e raccolti a parte » 


—\ 6 
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«orffirìenti di y* , y 1 , y'** ec. , 4i troverà la trasformati 

(/’) h m +Àh m -> + 1 - CA m -J . . . .1-4- T 


dlh ,n -‘ i + (jn—d)Bli m -ì. . . -f-iS 1 ^y 
Ah m -t...-\-R)y 


✓m(m-i) (ffl-i)(w- 2 ) 

•4-f ... ! hm-i J 

V a a 

■ 3 - -- g h ... 4- <?Jy 3 


si 
/' » 


=o 


J-. !l 


+ y m -i 

Chiamiamo per brevità A'.B'.C’, <*c. i coefficienti rispet- 
tivi di y° , y 1 , y a , ec. , onde la trasformata si possa rap- 
presentare più succintamente sotto la forma 
(F) y/' -t- B'y H- C*y- -f- y w = o. 

Se ora ptu’agoneremo fra di loro i valori di questi coeffi- 
cienti successivi., vedremo clic fra di essi regna una certa 
legge o dipendenza , per cui gli uni si possono ricavare 
dagli altri , la qual operazione si chiama derivazione. 

Difatti A’ , ossia il polinomio scnz’ y, non è altTo che 
il i? membro dell’ equazione (/?) , cangiatavi la a? in Ti. 
B' , ossia il coefficiente della y, si vede famhnerrte che 
deriva da A’ col moltiplicare ciascun termine di A‘ per 
1’ esponente di h , col dividerlo per h ,i le col .sopprimere 
il termine tutto cognito 2 7 , in cui T esponente di h è zero. 
C deriva da B' colla stessa legge con cui B' deriva 
da A\ ma di più ciascun termine si trova diviso per a. 
J7 deriva da C 1 ancóra- colla stessa legge, ma ciascun 
termine vien diviso per a. 3$ e così degli altri. 

E’ inutile' di far osservare , che se fi fosse negativa-, 
ibis ugnerebbe cangiar di segno unte le potenze impari di 
h ne’ valori di questi coefficienti. 

a §. 58 . Vogliasi per es. la 'trasformata dell’ equazione 
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x* — 2x3 4- 3x a — 4x + 5 =r o 
'secondo le condizioni esposte nella presente proposizione. 

I coefficienti A\ B' , C' , ec. , saranno i seguenti , 
A ' = h' 1 — a/t 3 -f- 3 h 3 — 4/tn- 5 


B> = 4*3 _ 3.à* a 

'ì a 


4 = 4 * 3 — ()* 3 + 6 * — 4 
2.3.2 h a.3 


a. 3* 




s= 4 * -f- ' a 


e volendo porre * = I , la trasformata 

3 # 4- 3 j> a -+- a )i 3 4 > 4 rrr o 

. \ , 

Sarebbe cpiella, le cui radiai uguaglierebbero 1 quelle delia 
proposta in x scemate dell’ unità. 

§. 5 9. Se nel computo de’ coefficienti A*± B 1 , C 1 , ec. , 
che non sono che f ultimo, il penultimo, ec. della trasfor- 
mala , cpiando sia scritta secondo l’ órdine naturale e non in- 
verso , ehe qui abbiamo adottato, si trovasse A’zzzo , allora 
h sarebbe radice della proposta , o la trasformata di\ isa 
per y si abbasserebbe di un grado. 

Se poi oltre aver trovalo A 1 ~ 20 si trovasse ancora 
B’ — ; o , la proposta avrebbe due radici = h , e lmtrasfor- 
mata in y divisa per y~ si abbasserebbe di due gradi: ec. 

§/ 60. Se, nella trasformata- det §. 57 canneremo f or- 
dine delle potenze di y , e f ordineremo secondo le poten- 
ze discendenti della medesima , essa diventerà 

(G) y mJ t- 0»*4 A) y">-' 4 ~ - - - - — I- (m— i).d *4 B Jy" 1 ’» 

m(m— ij(sn--2)* 3 (m — 1) (111—2') Ali' 3 

1- — — 4 

a . 3 2 



D'z=z 


! < 


2 - 3-4 * 3 - 3.3 

2.3 2.3 

1. 2.3.4 __ . . 


(m—2)i//j 4 C Jy m -5 4 
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Questa xu)ovtt forma ci somministra le condizioni clic po»T 
sono aver luogo , acciocché una trasformata manchi del • 
2.° termine , o del 3 .° , o di un’ altro qualunque più rimoto 
dal primo. Difatti mancherà il 2° termine, se sarà 

7 nh -f- A r= o , ovvero h ■ . ; 

111 

cioè ai toglierà da una data equazione il a . 0 fermine, se 

in luogo di x si porrà y — - ; ovvero se si accrescerà 

m 

y del coefficiente i preso col segno opposto, e diviso pel 
grado m della data in a*. 

Mancherà similmente nella trasformata (p) il 3 ? ter- 
piine , se sarà 

m(nt— i)/t a _ , „ 

+ C m — 1 ) Ah -+- B zsz 0 , 

2 ' ' ■ 

cioè se «ella proposta in x si porrà 

A a B 

^ m * ni 1 ‘ in (m — 1 ) 

In maniera somigliante si trasformerebbe la ( E ) in un’ al r 
tra mancante del 4 “ -, 5 .° , ec. termine. Ma questo d’ or- 
dinario è inutile , e la mancanza solamente del 2° termine 
p . generalmente parlando, assai comoda. 

§. Ci. Osservazione. Per togliere il 2? termine abbiane 
risoluto un’ equazione di primo grado in h $ per togliere 
il 3 .° ne abbiamo risoluto una di 2° grado : una del 3 " 
grado bisognerebbe risolvere a fine di annullare il 4 -° ter- 
mine , c così in progresso j quindi per togliere dalla (£) 
jl termine (;«-+- i) simo ossia 1 * ultimo, sarebbe d’uopo eli 
risolvere un’ equazione del grado m sim<> in 7 z , che sarebbe 
Ja proposta medesima cangiata la x in h , onde non se 
ne potrebbe trarre nessun partito per la risoluzione della 
medesima. Ma passiamo sul altri usi della trasformazione 
eli cui trattiamo. 


X ; 
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§. 6 a. Prop. Trasformare l’equazione 
(E) oc"‘-t- Aoc m ~' -+- Bar"*—* -h . . . — . 4 - T— o V 

jn cui — M è il massimo coefficiente negativo, in un’al- 
tra i tli cui termini sian tutti positivi , ovvero alternativa* 
niente positivi , e negativi. 

Alla prima domanda sarà soddisfatto ponendo 
oc — /!'/ — p* i — t— y. 

Alla seconda se si porrà 

oc — M -+• i — y. 

Rapporto alla prima , siccome la trasformata cRe ne nasce, 
dee essere della forma 


A' - f- B'y -f- C'y^Ar . . . ~+~y m — o s 
in cui sia ( §. ). 

A'— (d/-f-i)"* -4- A(M-+-i) m ~ t -f- B(il/-t- i)"*- a , . , -t T 
B' r=m(iW-f-i)"*— > -+• (in-*— i') A (M-+- 1 ) "*— 3 -+- ...... 


nì(m-i) . , 00n~: a) 

C— — (Ifcf-f. i)«~* -b - — — 4 




ec. , 

perciò se proveremo che tutti questi eoeffìcienli sono ne- 
cessariamente positivi, qualunque sieno i segni di Al , B , 
C , ec. , sarà giustificata la soluzione addotta. Ma per pro- 
varlo dimostreremo la seguente. 

§. 63. Prop. Se. ih è un intiero qualunque positivo , 
varrà sempre la forinola- 

(O) (p-fr-O^ — pCp-f-i)***— » -4-p(p*+- 1)"*~ a -f- 

p(p4_l)"‘-3 _p +/)+!■ 

Difatti si ha sempre 

( p-f - 1 )« = ( p-+- 1 ) (/*+• 0 m_I = 
p(p-bi') m ~ rt -+- 

3Ma per questa stessa formola dee ancora essere 

(pn-O ™"’ 1 =pCp+i)' n—J -h C/M-O "*” 9 j 
e similmente 
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(p-b-i ') m — 3 -+- (p-h i)»— * , 
e così di seguito. Dunque continuando sempre a svihqw 
pare il secondo termine dell' ultima foratola finché 1 ? espo- 
nente si riduca a zero, e costituendo sempre nelle pre- 
cedenti , arriveremo finalmente all’ equazione 
(p-\- = 1)"*-'- 1 i)' T< — a +p(p-\- 0 m - 3 -f . . . 

+ p(p+- 0° 4- 

in cui due ultimi termini , coni’ è noto , si riducono a 
p + i. 

Torniamo ora ai coefficienti A\ B\ C , ec. del §. pre- 
cedente. Se nel primo termine del valore di A' sostituire- 
mo al binomio (3/+})"' d suo sviluppo tratto dalla for- 
mola (0) , avremo 

A'~M{]Sl-\~ i) m -« -f- 3/(3f-4- *4- M(M-¥ i)"'- 3 . , 
+ A(M+- 1)"'— 1 -+- 1 -+- C('W-f-i)'"— 3 . . 

ma essendo per supposizione M maggiore di qualunque 
altro coefficiente negativo , si vede chiaramente che tutti 
i termini , i quali si corrispondono verticalmente , non 
daranno dopo la riduzione che dei risultati positivi , qua- 
lunque poi sia il segno di A , B , 0, ec. 

Sviluppando similmente per mezzo di (0) il primo 
termine del valore di B', si avrà 

B’ £=: i ) ra — a -f- mM{ M -+- 1 )"t-^ 3 •+- 

+ (m— (m — a) B(M-\-i ) m — 3 -f- . . . 

in cui di nuovo i termini verticalmente scritti danno una 
somma sempre positiva. Cosi si proseguirebbe a ragionare 
pei valori di 0',0',e c. j e perciò si troverebbero tutti 
positivi. 

Se dunque in un’ equazione proposta sb cangcrà x 


Digitized by Google 



65 

ia fina nuova incognita.^ accresciuta del massimo coeffi- 
ciente negativo preso positivamente e dell’ unità , la trasfor- 
mata avrà di sicuro tutti i segni positivi , e quindi nes- 
suna radice reale positiva ( §. 3o ). Vedremo in appresso 
che molle yolte si ottiene Io stesso intento con de’ nu- 
meri minori di M -\- i. 

Rapporto alla seconda parte , in cuj si sostituisce 
M + t — y invece di x, si vede facilmente, che ritenuta 
la precedente dimostrazione della prima , non si cange- 
ranno di segno che i termini contenenti le potenze dispari 
di / , e però che i segni de’ coefficienti e c. 

saranno necessariamente positivi e negativi a vicenda, 

Sia per esempio 1’ equazione 

ad + 2x 3 — 5 ad — ■ 3 r -f- 7 = o. 

Per eseguire la prima trasformazione si porrà xs=zy y -6. 
e si avrà la trasformata 

y ' -f a6j 3 4- a47j a + 1 o r 1 52 7 == o 

a segni tutti positivi. 

Per eseguir la seconda si porrà x = 6 — y, e si otterrà 
>d--26y 3 -f 2 — tot rjy i 527 «=:o 
a segni alternativi. 

§. 64. Prop: Trasformare l’equazione 

(E) X m J l X m —' -4-4 ^0"*— - 3 . . . . ± A m — 0 

in un 1 altra, le radici della quale s’uguaglino ai quadrati 
delle differenze fra le radici della proposta. 

Siano a , b , c le radici della proposta ; quella 

della trasformata dovranno per ipotesi essere 


( a—by , ( a — c)\ . . : 

. (a — ty 

(h-r-ay , ( b — cy , . . . 

■ Cb-ty 

(c — a) 3 , (e — by . 

. («— o* 

/ , — . ; 

•* 

g • -« 

it—ay , ( t’—by , . . . 

*+ . 

1 

<0 

0 


5 
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Ora queste sono visibilmente in numero m'm — t) ; 
inoltre essendo ( a—b ) a lo stesso che (6 — a) a , e 
ciò valendo per qualunque altro binario di radici , il 

m(m— -i) 

jtumero di questi si ridurrà ad , e tale sarà i« 


conseguenza il grado della trasformata in y. Facciamo 
m(m — x) _ 

ora - — n , e la medesima si potrà rappresen- 

tare coll’ equazione 

(F) y"— J 5 3 y'?-3q. . , . . ± B„ = o 
in cui non restano a trovarsi che i coefficienti. 

Siano 2C'J , 2 J) 5 2 <j) , ec. le somme delle potenze pri- 
me, seconde, terze, ec. delle radici di (F) , cioè sia 
2( 1 1 1— (tz — è) * -}- (ja, — ■ c) 2 -4- . . . -f- ( b — — c) * -f- . . . 

2(*) := (n — b') ) -4» (ti “ti c) 1 — f— • , . — | ~(_b — c) ■) -f- . . , 
2(5)= (a — + (a-c) 6 — c)« + . . , 


2< r) = (a— 5)>'-+(a-c)'f+ . 

e siano inoltre le somme delle potenze delle radici 
o,ò,c, ec. della proposta rappresentate al solito co’ se- 
gni S(‘> , S lì) , SM, ec. come al §. 36< vediamo ora 
come si possano determinare le 2 per mezzo delle S. 
Assumiamo con ld Grange- la somma de’ seguenti binomj , 
che svilupperemo nel tempo stesso col canone newtoniano; 
(*— 0”-4-(;r— fc)’ r + O-<0 :r + , , • • + (*— 0* r = 


ar( 2 r- 

x ir — irax in —' -f- 

' ■ a 

. . . 

. — a ra*'—*x+a tr 

, ar( a ; ■- 

x ir — 2 rbx ìr ~ l -4 

•r . . a 

— — , , . 

. — a rb v — , x^-b* r 

4 

ar( ar- 

x* r — 2rtx lr ~> q 

— i) 

.—2re ir - m ’ , x^c ir . 


* 
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Sommando i termini delle file verticali , e introducendo 
} simboli > ?('), ,$<»>, ec., avremo 
(x-r-a) ir 4- ( x—by . . . -f (x—t) 

mr lr — irx ir -"' SW 4- — - — - ar jr 1 —e* 

a 

«■(.r-OQr- ») ^ StlK _ 2 „ S(1 „, 

a . 3 

Cambiando successivamente ar in o , in è , in c , ec. , 
c sommando tutti i risultati poli’ avvertenza che trovan- 
dosi nel i° membro tanto («— è) lr , che (b — a) ir si ven- 
gono a duplicare tutti i termini , si avrà 


ar( ar — i) 




aSri — m 2rS<' ì S^ r -' ) 4- 

a 

ar( 3 r— i)(ar— a ) _ ._ 2 r5o> £<»'-«> +mS< Ir >. 


In questa serie sono identici i termini equidistanti dagli 
estremi , e per essere 3r un numero pari non vi ha che 
un fermine medio irreducibile con altri j onde facendo la 
riduzione , e dividendo 1 un e 1' altro membro per a , si 
avrà finalmente 

Zrt=m,S<*ri — 3rS('>#v-0 -4- 3r( , 3r ~~ t) - S<>> — 

ar(3r-t)(3r-3) ^ (?) ?(jr _ }) + 3 r(ar-i)...(r-t-i) S< r) S( r > 

* a . 3 1 a . 3 . . .r a * 

valendo nell’ ultimo termine il segno superiore se r sarà 
pari , e V inferiore se r sarà dispari. Non resterà pertanto 
che di dare ad r i valori particolari i , a , 3 , ec. per ri- 
cavarne i valori di Z<*), ec. dati per mezzo delle 
ec. , le quali si avranno per mezz;o de coeffi- 
cienti della proposta, come'si è insegnato al §. 36. Trovate 
queste somme si cercheranno i coefficienti B , , B % , B ^ , 
ec. per mezzo delle forinole K del §. 

Si dee riflettere che se la proposta avesse delle radici 
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uguali , la trasformata avrebbe tanti valori di y = & 
quanti sono i binai] che si posson fare con le radici fra 
loro uguali • onde mancheranno tanti termini finali quanti 
saranno questi binarj .medesimi. 

§. 05. Sia per primo esempio 1’ equazione 

OC 3 zx -j- 5 — o. 


Essendo in questa m = 3 , sarà n 


m(m — i) 


3, 


r' 


rciò la trasformata sarà 


y 3 — B x y* — B 3 ~o. 

Inoltre sarà (paragonando la proposta colla generica (E)~) 
A ^ *— o , yfj . — ■ — 2 j si j • — ■ 5 , 


e quindi 



Onde la trasformata sarà 

y 3 — 1 2y a 36y -+■ 643 s=Q, 
e questa avrà per radici i quadrati delle differenze fra 
le radici della proposta. 

Sia ora per secondo esempio f equazione di 4. 0 grado 
x l — Hh 4 X — I 0 . 

4.3 

Essendo m s=: 4 , ns ■— — = 6 , ed inoltre 


yf , = o , A^~ — 4 •> -^3 t=s-r- 4 j A\ s=f — 1 , si tfoverà 
= 0 , .S’*’* = 8, iS’C3>= — 12 , 1 S'* 4 ’.— 36, 

, 5 (j) 'z=t — 80 , S (6) — 200 , =■ — 476 , Jtw s= 1 156 , 

2784 , l S<’ 0, = 67283 £''«> ——i 6236 ; ~ 3 c) 2 o 4 , 

20 = 32, 26> = 336, 2(i»r= - 368o', 

2( 4 > =:4 102 45 2<5>s= 463232 ; 2'^~528oot>o , 
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- n t = 3à , B. À — 344 ì ^ 3 = i3i 2 


C V 


5 4 =r 784 , $5 — iaS , ^ 6 = 0, 
inde la trasformata sarà - 

y O — 3 oy 5 -+- 344y 1 — i3i 2 y 3 4 - ^ 84 y 9 aéy ~ 0 

§. 66. Prof. Trasformare la stessa equazione generica 
{E) in modo che le radici della trasformata siano quell* 
della proposta sommate a due a due. 

Il grado della trasformata sarà evidentemente 

m O ri i e chiamando h questo numero , non resterà 

3 


che a determinare i coefficiènti dell’ equazione 

y' — B, y"~' 4- B„ y"~ 9 — B ì y"-ì < . . ± É„ = o. 

Qui pure òhiainando 2<’> , 2C»> * ec. j e in generale 2^ 
le somme delle potenze analoghe delle radici della trasfor- 
mata , le determineremo col seguente artifizio simile al 
precedente. Assumasi la serie de’ Linoni j 

(x-+-a) r 4 - (<r + &) r 4- (x-t-c)' -t- • ■ -b(.x ty. 

Dallo sviluppo di ciascuno He nascerà 

x r -\-rax r ~~ l — — - a > x r ~’ 1 -f- ..:.*•+■ ra r — 1 x 4- **' 

2 


-+ t + rb r ~' x ■+- 

* 3 ' 

- -*■ - V 

, y 1 . - 

* .» 

; ' V ‘ ■' T • ; ’ ; 

X r -+- rCx r ~‘ i ^ p ■+•••• 4 - « , P * 1 * 4 - 

2 

Sommando le file verticali si avra 

(x4-a)' -+* (x4-&) r 4- • • ■ • • 4* C^4-O r:=ft 


n!x'+ rx r ~ l S *^4 ^ — - xr 3 “f* < • • < • 

a 

x 9 0 4- rx £ ' w,) 4 - " 
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Quindi si avrà filialmente dividendo per 1 

%( r > =* (m— a'— ') Sv> H-rS^ Si**-'* -+- ' S. r ~. l 2 . 5’(») Se—^ec., 

f 2 

e l'ultimo termine di questa serie sarà 
r(r-i)....i(r+3) sCsD^r) 

a . 3 .... ir a r ’ 

1 

ovvero 


— v. 1 ^ — — 5 s ( r ""0 Sa( r- hO se r sarà dispari. 

Facendo poi ili questa formola r = 1 , 2 , 3 , ec. si avran- 
no tutte le somme 2 per mezzo delle S , e quindi i 
coefficienti 2?, j B^ , B 3 j.ec. della trasformata. 

Es. L’ equazione cubica 1 

ar 3 — gjx* -f- a3x — t5 = o 

paragonata colla generici 

x m A l CC "‘— 1 -+- A^ac m —‘ i — - A i X n> — 3 . . : . = O 


dà A x =9,./ a =a 3 , A 3 = i 5 , e quindi 
5<0 == 9 20 =18 B, = 18 

5(») — 35 2o ±= 116 = 104 

50 — 1 53 2ó> ^92 B 3 = 192 


•nde la trasformata sarà 


iSy* -+- io4/ — 192 rXt ót 

Chi volesse verificare il presente risultato y basta che ose. 
servi che F equazione cubica 

x 3 — gx* 4- a3x — 1 5 = o 

non è altro che il prodotto de’ tre fattori razionali 

O — 1 ) (x — 3) (jx — 5) = o , 

e per conseguenza le tre radici 1 , 3 , 5 combinate per via 
di somma a due a due danno 4 ■> 6 , 8 , che sono appunto 
quelle della trasformata , come chiunque può accertarsene. 

§. 67. Prop. Trovare' un’ equazione che abbia per ra- 
dici quelle di una data , combinate a due a due per mez- 
zo di prodotto, 
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Il grado della trasformata sarà di nuovo n , « siti 
m(m — 1) 

* ~ . Per trovare i coefficienti B x , 5 a , B 3 , de- 
si osserverà essere . • ; i 

2(‘) = ab ■+• de -4- bt 
2(») = (ai) a -4- (ac) a -j- (ic) 2 

K 1 

20) =~ (ai) 3 -f- (ac) 3 4- (ic) 3 »4-* 
e sostituendo a queste funzioni invariabili i loro valori 
rappresentali per mezzo delle S , si avrà 
2o> = A* ( §. 33 ) 

5(i) 5<*> — #4) 


2o> = 5< l »’> — 
2<i> = tfo-s) sss 

ec. , 


5<i>5<?)_50> 


dalle quali forinole ai ricaveranno finalmente i eoel/ìtientf 
domandati della trasformata r. 

y n — B t y ,l ~ 1 -f~ B^y"—* . . . . = o. 

.ÉV. Nell’ equazioni 


a? 3 — » -4- 7 


si ha 

$') = o 
£o> = i4 
5o) s — • ai 
5 u f = 98 

5o> = — 345 
5“> = 833 

onde 1» trasformata richiesta è 


2(>) =t 7 
2f*> =s 49 
2fs) = ~ 196 


5 ,="- 7 

. • 1 

= o 

#3 = 49 


yi -+“ 7/ a — 49 = " 
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CAPO Vf. 


Dei divisori delle equazioni in generale , dei divisori 
razionali di primo e secondo grado , e delle radici 
multiple. 

Àkt. ì. 


Dei divisori iti genere delle equazioni. 

§• 68. I divisori di pritoo grado di un’equazione, éioe 
delia forma x — p , sono tanti quante sono le di lei ra- 
dici : ciò è manifesto j ma se i divisori sono di secondo 
grado, o sia della forma x a — px -+- q , siccome questi 
possono risultare dal prodotto di due qualunque del pri- 
mo , saranno sempre tanti quanti sono i binar} che si 

posson fare colle m radici della proposta, cioè — ^ — ^2 

( §• 18 ). Similmente i divisori del 3® grado risultando 
dal prodotto di tre del primo j si formeranno in tante 
maniere , quante sono le combinazioni di quelli del primo 

a tré a tre , cioè m b n — l ~~ — — . Quelli del 4-° grado 

D • <J 

m(jn — i)(m — a )(m — 3) , t , , ■ 

saranno J- • è cosi di sèguito j e iti 

a.3.4 

generale i divisori di grado rt ,,mo di un’ equazione del 
grado m saranno sempre in numero 

m(jn—i)(in — 3) ( in — rf-4-1) 

a . 3 . 4 • . < • . n 

ISoi però ci limiteremo ai divisoti delle equazioni dio 
»on superano il 2. 0 grado. 

§• ty- Drop. Un’ equazione qualunque si può sempre 


saranno 


Digilized by Google 



/ 

?4 

considerare come un prodotto di laltori reali di primo 
o di secondo grado. 

Se V equazione sarà di grado dispari , si potrà sempre 
ridurre al grado pari dividendola per uno o tre o cinque 
ec. fattori reali di primo grado, che essa può contenere 
(§. 36). Fatta questa riduzione, se m esprimerà il grado 
della ridotta , si tratta di dimostrare che essa avrà sempre 
qualche fattore della forma 

x* — px -f- q 

in cui i coelFicienti p, e q saranno reali. 

i( — t) 

Dovendo questo fattore essere uno degli ~ fat- 
tori possibili ( §. precedente ) , ed altronde dovendo p 
esprimere la somma di quelle due stesse radici , delle 
quali q è il prodotto , si vede che i valori dell’ uno e 
dell’ altro coefficiente dipenderanno da un’ equazione dei 

m(lil — ■ 1) . , 

grado •. Poniamo questo numero =r, e le uue 

equazioni in p, e q saranno 

(P) p r -\-A'p r — x -\-h'p r — * -I- -4- T' — o, 

< \Q ) q r a'p r -* -h b' qr-' -f- .... - 4 - à — o- 

La primi non è che la trasformata, che ha per radici 
quelle della proposta sommate a due a due 5 e la seconda 
contiene le medesime radici moltiplicate a due a due ; e 
noi abbiamo insegnato (§§<66,67) a calcolare l’una e l’al- 
tra. Ma le equazioni ( P ) e (<^) hanno di sicuro qualche 
radice realo ; ed inoltre quella radice della seconda è 
reale che corrisponde alla stessa radice reale della pri- 
ma , o sia che corrisponde al medesimo binario della 
prima. Difatti se si combinano due radici della proposta 
tutte reali, la cosa è evidente; e se si combinano due 
immaginarie, siccome fra le combinazioni vi deve entrare 
ajicor quella , in cui una radice immaginaria fi. •+• 1 si 
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combina colla sua conjugata lì — / (§. 4 2 )j si vede che 
in questo caso la combinazione per via di somma , cioè 
uno dei valori di p , sarebbe ai? , quantità tutta reale 5 e 
la combinazione per via di prodotto , o sia uno de’ va- 
lori di sarebbe (i?-f-/)(i? — 7 ), ovvero i? 2 — /* s 
quantità di nuovo tutta reale ( §. citato ). Dunque vi ha 
sempre un valore reale per p e q 3 come si è asserito. 

Se dunque divideremo la proposta ridotta al grado 
pari pel fattore tutto reale x 2 — px -f- q , si avrà un 
quoto di grado pari 3 é perciò anche questò ammetterà 
un nuovo fattore reale di secondò grado 3 col quale fatta 


la divisione la proposta si abbasserà di due gradi àncora 5 
e replicando sopra del nuovo quoziente il discorso mede- 
simo, ridurremo finalmente l’equazione al solo secondo 
grado. Risalendo pertanto da quest’ ultima alle precedenti 
del grado 4° 5 6.° . 8“ , ec. , si vede che un’ equazione di 
grado pari è sempre' risolubile almeno in fattori reali del 
secondo grado 3 e un’ equazione di gradò dispari in fat- 
tori reali o di primo 0 di secondò grado.- Si deve però 
ritenere , che questo discorso si aggira bensì su la pos- 
sibilità de’ fattoli di cui si tratta , ma non già sul meto- 
do di ottenerli , il quale , generalmente parlando , sup- 
pone la risoluzione delle equazioni de’ gradi Superiori. 

§. 70. Ecco però una conseguenza assai importante 
della proposizione presente : siccome ogni equazione di se- 
condo grado, che non sia risolubile in fattori reali del. pri- 
mo , ha una radice immaginaria della forma A H- B\J — 1 , 
e l’altra della ferina anàloga A ^—B\J— 1 3 cóme si sa 
dalle dottrine elementari , e come risulta dal §, 4 2 , quindi 
anche le radici immaginarie delle' equazioni de’ gradi su- 
periori avranno la stessa forma , e perciò avrà luogo peri 
intiero quanto abbiamo asserito stri fine del §. citalo. 
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Fattori di primo grado , ossia radici razionali . 


§. ri. Il cercare i fattori di primo grado in generale 
di una data equazione è lo stesso che andare incontro a 
tutte le difficoltà che dipendono dalla risoluzione di essa j 
ma se questi fattori avranno da essere razionali , vi sono 
de' metodi sicuri per isroprirne l' esistenza. Noi ci limite- 
remo a quello di Newton , ma prima dimostreremo la se- 
guente proprietà delle equazioni. 

Prop. Nessuna equazione a coefficienti intieri della 
forma 

(E) x m -+- •+* Bx m —* •+- . . , . -f- Tr=z o 

può avere delle radici razionali frazionarie. ' 

a 

Sia infatti, se è possibile, — una radice della propo- 


sta , e sia già ridotta a’ minimi termini , cioè sia a primo 
con n - y dovrà pel §. a3 verificarsi 1' uguaglianza 


a 


— A 


a 


1 


B 


a"‘~ 


n"‘ n "‘ — ‘ 

® per conseguenza anche 1" altra 

a m /Aa m — 1 H- Bna "*■ 

n"‘ '■ 


Tn m — 1 


n" 


)■ 


ovvero moltiplicando per n"‘~~ l l' uno e l’ altro membro , 


a m 

n 


[A a" 1 — 1 ■+■ Bna m — * . 



Ora il i? membro Sarebbe una vefrr frazione, mentre il 2? 
è una quantità intiera , ciò die è visibilmente assurdo J 


dunque la frazione ~ non può esser radice di un’ equa- 
zione a coefficienti intieìri,: c . - ■ > ,-*••• 
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§• 7 3 - Per conoscere quando un’equazione abbia delie 
radici razionali, e quindi dei fattori lineari in x di pri- 
mo grado , bisogna in primo luogo clic essa sia ridotta 
a coefficienti tutti intieri i se alcuni di questi fossero fra- 
zionar] , si ridurrebero a forma intiera ponendo, come si è 

insegnato ( §. 55 ) , x = - , essendo Q il prodotto di 

tutti i denominatori ebe si trovassero nella proposta. Se- 
condariamente bisogna che la radice razionalo , di cut si 
tratta , si trovi fra i divisori dell’ ultimo termine, il quale 
non è clic il prodotto di tutte le radici ( §. 33). Quindi 
se cercheremo tulli questi divisori, e li sostituiremo tanto 
in più quanto in meno nella proposta invece di x . que- 
sta dovrà esser soddisfatta tante volte , quante saranno le 
radici razionali che conterrà. Se nessuno di tali divisori 
soddisfarà all’ equazione, ess3 non conterrà nessuna ra- K 
dice razionale. Ma se alcuni vi* soddisfaranno, come sa- 
rebbero. a,b.c, ec. , essa sarà divisibile pei fattori lineavi 
x — a , x — b , x — e , ec. 

Per esempio 1’ equazione cubica 

x 3 — 'jx 6 — o 

trattata colla forinola enrdaniana urta nel caso irreducibile • 
ma osservando che i divisori dell’ ultimo termine 6 sonò 

tra i quali -4- i , 2 , — 3 la verificano, 1’ cijuazdone t 

risoluta, ed è equivalente al prodotto 

O— 1)0— 2)0-f-3)=o. 

Questo metodo però diventa o troppo laborioso o inutile'. 

*e alquanto grande sia il numerò de’ divisori dell’ ultimò 
termine. In questo caso gioverà servirei del seguente cri- 
terio , con cui potremo anticipatamente rigettare dai di- 
visori dell’ ultimo termine lutti quelli che sono inutili. 

5- Pvop. A ss figlia re fra tutti i divisòri dell’ ultime 
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temiine di un’ equazione quali possano essere di lei ra- 
dici, e quali no. 

Abbia la proposta (E) =o una radice intiera a, essa 
conterrà il fattore lineale x — a , e però potrà mettersi 
sotto la forrq^ 

tx r -a)F x t=.Q 

dove F x è il polinomio in x che resta dopo aver diviso 
la proposta per x — a. Questa nuova equazione si trasfor- 
mi in un’altra, le cui radici siano quelle della (E) sce- 
mate dell' unità 5 e se jr sarà la nuova incognita , avremo 
x -+- 1 , e la trasformata sarà 

(7+1 — a )■*>+. = q , 

dove il fattor fuori della parentesi è il risultato della so- 
stituzione di y -f- 1 invece di x nel polinomio F x . Se 
dunque la proposta ha per sua radice a/ quest’ ultima 
avrà per sua radice a — x , onde l’ idtimo suo termine 
sarà divisibile per u — i,»L’ ultimo termine poi non è al- 
tro che la proposta in cui si sia cangiata x in 1 (§.57). 

Cerchisi una seconda trasformala , la cui incognita sia 
g=zx- f-tj e quindi x — z~ ij e la proposta diventerà 
(* — a — 1 )F VTf ==o^ 

e fra i divisori dell’ ultimo termine di questa ci dovrà 
essere a -(- 1 , se a era una radice di (E) } e quest’ ul- 
timo termine si ottiene col cangiare x in — 1 nella (E) 
medesima. 

Sì vede pertantp che se <? è una radice di (F ) , la 
trasformata in x — 1 avrà per radice a — 1 , come la 
trasformata in x -f- i avrà a 1. Qiò torna allo stesso 
tome diro, che l’ ultimo termine di .ciascuna equazione iq 
x — 1 , in x , in x+ 1 deve esser rispettivamente divi- 
sibile. per a — 1, per a, per a -t~ 1. Quindi ne deriva 
la seguente semplicissima regola : 

!* Pongasi nel 1" membro della proposta succcssiva- 
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mente x = i , a? • , a? = — r ; ed i risultati rispettivi 
siano , R iS. 

a.® Si cerchino tutti i divisori di questi numeri, e si 
scrivano a fianco di ciascun risultato. 

e 

3. ° Non si ritengano tra i divisori di R che quelli che 
scemati dell’ unità si trovano in Q . e accresciuti dell'unità 
si trovano in N j e viceversa, Tutti gli altri divisori di R 
si rigettino come inutili, 

4. ° I divisori dotati della suddetta proprietà si sosth 
luiscano invece di x nella proposta j e se e tutti o al- 
cuni soltanto vi soddisfanno , questi saranno altrettante 
radici razionali ; in caso diverso la proposta non avrà 
radici di questa natura. 

Importa mollo di osservare che se a sarà una radice 
positiva , disposte le supposizioni ed i risultati come 
segue : 

x = l Q 

x =5 o R 

x — — i S 

( dove in luogo de’ punti si debbono mettere tutti i di- 
visori di Q , R , S rispettivamente ) , tra questi divisori 
ve ne saranno alcuni che formeranno la progressione cre- 
scente a — i,a,a + l j ma se a sarà negativa , allora i 
divisori corrispondenti ne’ tre risultati saranno in progres- 
sione aritmetica decrescente a -+- t , a, a — - 1 j e per con- 
seguenza que’ numeri che cresceranno di un’unità venendo 
dall’ alto al basso potranno nel medio contenere una ra- 
dice positiva • e quelli che cresceranno dell’ unità dal 
basso all’ alto indicheranno una radice negativa nel ter- 
mine di mezzo, L’ una e l' altra però si dovrà verificare 
sostituendola in luogo di <r,, , , , 

J, - 4 . Gerchinsi le radici razionali dell’ equazione 

• . . — gx 3 — 3t)ar a -p g/^x — 1 20 = 0 , t t 
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So 

Alle 

supposizioni 
x = i 

X — o 


1 , . 

corrispondono 
i risultati. 


<? = - 56 
li = 1 20 

S Z=S T~ 3^0 


I divisori rispettivi sono 


ì 

3 

4 

*4 

4 

3 

3 

5 

i 5 

e dal basso all’ aho 3 

3 

4 

6 

16 

3 


i,a, 4 cAi 4 > 28,56 

i ,a, 3 , 4 , 5 , 6 , 8 , 1 0,1 3,1 5 3 ao,a 4 t 
3 o. 4 o, 6 o,iao 

x = ~ I l t y = «*- 340 11,3,3,4,5,6,8,10,13,15,16,30, 

34 - 3 o, 4 o, 48 , 6 o, 8 o,i 30,34» 
Ora tra i divisori crescenti dall’ alto al basso troviamo 

7 
6 

5 . 

Dunque 3,3,5, e 1 5 potrebbero essere radici positive ; 
3 e 6 negative, rimanendo inutili tutti gli altri divisori 
di li. Ma fatte le sostituzioni dei primi positivamente , e 
de' secondi negativamente,. si trova che la proposta è sod- 
disfatta solamente da -1-5 e da — 6 ; quindi questi soli 
numeri sono vere radici razionali della proposta , la quale 
in conseguenza si può dividere pel prodotto 
(x — 5 )(x-+- 6 ) , 
ed ottenersi per quoziente l’ equazione 

x a — 3 x -+■ 4 = ° 

Ja cui soluzione non ha più difficoltà, 

Sia per a” esempio F equazione 

x a -, j — — x *j* 3 = 0. 

• ’ . . . *»» . 

Si dolgano prima le frazioni col porre sp = 2 ^ , ? fi avri* 
la trasformata 


x 3 


£ 

6 


J* -+ 
Supppsizioni 

y= I 

y— o 
jr = - 1 


— tf)8j- 

Risultati 

9 = 456 
li = 648 
S = 85o 


— 648 33 T O. 

Divisori 

I ,3, 3 , 4 ^ 6 , 8, 13, I Q , 3 f , ee- 
1,3,3,4,6,8,0,13, 18, re. 

1 ,a, 5 , io, 17 , a 5 , 34 , 5 o .ee. 
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Tra le radici positive ci potranno essere 4 e 0 - e fra le 
negative — 2, — 3 , e — »3 j ma non soddisfacendo 
alla trasformala ohe 4 ->9, e — 18 , quest* sole sono 
vere cadici 5 onde sarà j 4 , y — 9 . j — — 18 , e 

2 3 

per conseguenza x — — . , x =x — , a: — _ 3 sarammo 

3 2 

tutte radici della proposla. 

h. inutile di avvertire, die se alle supposizioni di 
a- = 1 , ovvero x — — 1 corrispondessero per risultati 
f)é=>o, A=o, ciò sarebbe segno clic 1 , ovvero — 1 
sarebbe tuia radice della proposta, onde tolta questa colla 
divisione per ar — 1 , ovvero per a? + j si opererebbe da 
capo su 1’ equazione di quoto. • . 

Art. III. 

Divisori di secondo grado. 

§• 75. Prop. Trovar» i divisori di secondo grado .d' una 
data equazione. 

Si divida la proposta per .-r* px -f- q ./ e si spinga 
la divisione fino a tanto che Si arrivi ad un residuo non 
più divisibile per x ’ , cioè della forma 
» Px -4- , 

in cui P , e Q sono funzioni solamente di p e q , e de* 
coefficienti della data. Se il trinomio assunto è un divi- 
sore esatto dell’ equazione, il residuo dee annullarsi in-, 
dipendentemente da qualunque valor particolare di x., Ora 
non potrebbe aver luogo l' equazione 
l . : _ * * P X — f— t) ^ o , 

#e non fosse nel tempo stesso 

P — o , Q =z o ; 

dunque in queste due equazioni sono contenute le non* 
dizioni, clie debbono aver luogo, acciocché ar’ — px 
sia lui divisore dilla proposta. 

6 
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Per avere poi i valori de’ coefficienti p e q , bisognerà 
eliminarne uno dalle due equazioni P = o 5 Q = o, ed 
ottenere una risultante (fi) o tutta in p , o tutta in q : 
e se per qualunque siasi» sirad# potremo trovare una ra- 
dice reale di questa , avremo trovato uno de’ coefficienti 
in quislione . per mezzo del quale si potrà determinar* 
anche l’altro. 

I 

§. 76 . Esempio. Abbiasi 1’ equazione 

oc* 1 -f- ax 3 -+- 4ac a -4- Zx i = o. 

Fatta la divisione per x J — px -f- q si arriva al rt'slAio 

f/ , *-T a P a + 4p—a(p+ 1)<7+ 3]x 4- q 7 - (p 3 4-ap+4 -q)q + 1 • 

Uguagliando a zero le $ue parti di (pie sto avremo le duo 
equazioni separate 


(P) p 3 -hap a -h 4p — -f- 3 ==: o , 

((>) — (p a -f- ap-+-4)Y ■+■ 1 — °' 

Ora parrebbe che trovandosi y in (P) tutto lineare . »i 
dovesse prenderne il valore 

_ p 3 4- 2p a -4- 4p -+• 3 

3 (p-4-i) ’ 

e collocarlo in (^)) ^ con che si avrebbe la risultante 
(/{) p G -+- 6/> 5 -»- aop‘ -4- 4°f 3 -4- 5op a -+- 36p -4 -ii = o. 
Ma questa manifestando due radici razionali ed uguali 

fra loro , p = — i , p = — » l , darebbe q = — , cioè 


indeterminato. In questo sooglio si urterà ogni volta che 
ad un solo valore di p ue debbano corrispondere due di 
q j avvegnaché è e\ ideale che q dovrà dipendere da un 
equazione di secondo grado. E se ad un solo valore di 
p ne dovessero corrispondere tre p quattro di q . quest’ 
ultimo coefficiente dipenderebbe da un’ equazione di terzo 
ò di quarto grado • e cosi di seguito. Viceversa se ad 
. un valore di q ne dovessero corrispondere due o più di 
p u pop si potrebbe determinare p che per mezzo di 1 U|V 
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equazione superiore al prime grado. Ritornando ora al 
nostpo esempio , prendiamo il valore p = — i , e col- 
locatalo nella (Q) otterremo l’ equazione di secondo grado 

q* — 3(7 -t- i = o , 


la quale ci dà i due valori di q , cioè 

3 -t- \/5 3 — y'5 

" 5 ' > 

2 2 

onde la proposta avrà i due fattori di secondo grado 

3 ■+■ \/5 ~ . _ , 3 — v /5 


x •+- -r -f- 


x* 


§. 77. Se tra i divisori di a? grado non si vorranno 
che quelli che sono di forma tutta razionale , si cerche- 
ranno dalla risultante (iì) i valori razionali di p (§. 73), 
e tutti quelli , ai quali corrisponderà un valore parimenti 
razionale di q , soddisfaranno a quanto si cerca. 

Es. Domandami i fattori razionali di 2? grado dell e- 
quazionp 

pc't I9x a — ipox ^91=0. 

pividendo questa per x % — px H- q si arriva al residuo 
(p 3 — ìgp —ipq — iep) x - 4 - q % ri- l 9 q — P *9 9 l ■> 
il quale posto = o , e paragonato col generico Px-bQ 
dà le due equazioni 

(JP) p 3 — 19 p—spq — ioo = o, 


«?> 


q y ri" 19 9-n — 9 1 = 0 ’ 


La prima di queste dà il valor lineare di 
P * — 19 P — 

^ 2 p 

e questo sostituito in (@) d°P° l e riduzioni da la 
risultante 

^6 — 38 p 4 -1-725 p* — xoo 3 = 0 , 
la quale non contenendo die le potenze pali di p ci in- 
segna s phf non *1 dovranno cercare fra i divisori dell ul- 
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timo termine, clic i soli numeri quadrati, acciò p possa 
esser razionale, Tali divisori sono ! 

i.,4 , 16 , a5, ioo , 4oo , 6a5 , ioooo , * 
tra i quali non v’ha die il a 5 che soddisfaccia. Sarà dun- 
que p ’ = 35, ossia = ± 5- Preso questo valore posi- 
tivamente, e messolo in quello «li q «die abbiamo sopra 
trovalo , si trova 7 = — 7 , e presolo negativamente si tro- 
va < 7 =:i 3 , onde avremo due sistemi di valori razionali 
corrispondenti . cioè 

l } — , 5,7 = — 7 

P = — • 5 , q = «3. 

Quindi la proposta risulta dal prodotto 

(x' J — 5 x • — 7 ») (a ? 9 -f- 5 x -+- 1 3) = o , 
e quindi. è ridotta a dipendere dalla risoluzione di due 
equazioni di a u grado. 

§. 78 . Prop. Scoprire e determinare in una data equa- 
zione 1 fattori di a“ grado della forma x" 1 — a 2 T ossia le 
radici uguali e di segno contrario. 

Siccome il fatture x* — a 2 è di tal indole che.rimanfc 
invariabile al cangiarsi di x in — x, quindi se la pro- 
posta còlutene qualche coppia di radici , di cpi qui si 
tratta, dovrà sussistere ugualmente cangiandovi le radici 
positive in negative e viceversa ..ciò clic si fa col cangiar 
di segno i termini posti ne' luoghi pari (§.56). Se dun- 
que rappresenteremo la proposta col binomio 
di Nx = 0,1 

in cui M è la somma di tutti i termini , ne* quali x ba 
Ile spali ente pari. Nx la somma delle potenze impari, fatto 
il cangiamento essa prenderà la forma 

M — Nx ss o 5 . : 

onde nel supposto clic siavi qualche fattore della forma 
x' 1 — a% dovranno sussistere* insiema quftsi .2 *h*e eqna- 
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zioni. Ma se queste si sommano ih» ionie . indi si sottrag- 
gono l'vina dall'altra, ne nascono le due 
M i= o , N s= o | 

e siccome queste per poter sussistere insieme debbono 
aVere qualche indite comune, é perciò uri qualche di- 
vietar donnine, ne ricaviamo la regola seguente. 

Si separino nell’ equazione due polinornj , de’ quali Fimo 
contenga le sole potestà pari di x ( comprendendo fra 
queste andhe , ossia il termirie tutto cognito ) j l’altro 
le sole impari e che poi si divida -per x. Si cerchi ih 
massimo comun divisore di questi due polinomi ■> e P°" 
stolo o si avrà F èqttazione che conterrà r fattori della 
forma domandala. 

Es. Siano da trovarsi i fattori della forma : sb* — «*- 
nell' equazione 

x 7 - 4 - 3x s — 3x 5 — <)x * -f- \x ■+• 1 1 r= o.- ' 

Abbi amo iti questo caso 

M =r 3x 6 — Qx l + 12 j JV z=z x G — 3x* *+- 4- 
Il massimo comun divisore di questi due polmoni} si 
scorge ad occliio essere x 6 •— -3x' -4- 4- Posto, dùmpxe 
x 6 — 3x ' - 4 - 4 — o , 

e cangiata x a in y avremo F equazione cubica 
j 3 — 3r a -4- 4 = 0 5 

la quale avendo le tre ràdici razionali — i , -f- 2 , - 4 - a 
si può rappresentare col prodotto v 

(jd-OCj— 2 )(/~ a) = o , 
e perciò la proposta avrà i fattori della forma richiesta 
• x a -|- i 5 x* — 2 , x* — 2 
tolti i quali colla divisione essa sarà ridotta al prim» 
grado. 

m i 
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Radici multiple. 

§. 79. Próp. Scoprire in un’ equazione resistenza e la 
grandezza delle radici uguali , che vi possono esser' con- 
tenute. * 

Se la proposta 

(£) ac m - 4 - Ax m ~' - 4 - Ex™— '+ - 4 - T— o 

ha una radice sola = a , divisa per x — a darebbe un 
quoto 

</") X m — t -+- A' X n ‘- 3 -f- B'x ™— 3 + ..;. + ^=o 
che non sarebbe più divisibile pel fattor medesimo x — a. 
Ma se (E') ha più d’ una radice = a , è chiaro che il 
quoto QF) deve essere nuovamente soddisfatto cangiando 
x in a. Facciamo questa sostituzione, c mettiamo invece? 
di A\ B\ C< , ec. i loro Valori tratti dal §. 34 » cioè 
A‘ = a + A 
B’ = a 3 -+- Aa h- B 
C z a . 3 — j— A a 1 — f~ Bei -f» C 


S’ ss a™~ ‘ - 4 - Aa n — 3 -4- Bà n —* - 4 - -f- ih» 4- ^ ^ 

ed ordinando i termini per rapporto ad a avremo 

1. 

a"'— 1 -4- Aa 1 ' 1 — 3 -4- Ba m -$ -4- Ca"‘—+ -f- S 

a m—i Aa m ~ 2 - 4 - Ba m —ì 1 

a" 1 — 1 Aa m ~' 1 -p» . , . . x • 

a '"— 1 1 




? 
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Sommando tntté le file vellicali . e ponendo mente al 
numero de’ termini di ciascheduna , sarà 
( Q ) -t- (m — o< 

E se oltre alla radice multipla a la proposta avesse un’ 
altra radice multipla b , sussisterebbe similmente 1" equa- 
zione • ■ - 

(II) mb m ~ t -\-(m — i) J (m — 3) Bb" 1- ^ 0 5 

e così si direbbe di qualunque altra ridice multipla « 
che per avventura fosse contenuta nella proposta. Ora 
tutte le equazioni (G) , (H) , ec. non sono altro che 
l’ equazione 

( E *) ito’'’ - 1 (in- — i).Ax m —* ~\-(in — i)Bx m — o, 

in cui sia cangiata x in a , ovvero in b , ovvero ec. L’ equa- 
zione (E’) poi nofi è altro che la derivata di (E) se- 
condo la legge di derivazione esposta al §. 5 ^. Conciliti- 
diamo adunque che se un’ equazione (E) ha urta o più 
radici multiple, dovrà sussistere con essa anche via sua 
derivala (E 1 ) , elle è quanto dire che le equazioni 
(G) 3= o j ( E *) ss o 

avranno almeno una radice comune. Se dunque si cer- 
cherà il massimo loro comun divisore , questo sarà un 
polinomio in x , ehe posto ss o conterrà le radici che 
sono multiple nella proposta. 

Per definire poi il grado di multiplicità di ciascuna 
radice , si ricaveranno dalla (E) , oltre la derivata prima 
(E*) ss o , le successive (E") ss o , (E" 1 ) =0, ec. , 
e quante saranno le equazioni , compresa la proposta , che 
verranno soddisfatte da ciascuna radice trovata , tanto sarà 
il grado di loro multiplicità. Quindi se una radice non 
soddisfà che alle ( E ) ss: 0 , (£*) sso essa sarà doppia $ 
se Verranno soddisfatte le tre v 

CE) ss o , ( E’) ss o , ( E *) ss e 
la radico sarà tripla 5 e così di seguito. 
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§. So. Es. Siano da trovarsi le radici multiple dèli' e- 
quazione 

(2i) x 1 *-'] x 6 4- * ox 5 + 38 jc 4 — 1 5 5.\ 3 -f- aa i x B — 1 4 4* -K 36= o . 
1 j’ cijuazioi c derivata è 

(E ’) qx 6 — 4 3X ' 5 i Sax? — 465* a ~f-44 :i * — i 44=° 

11 massimo commi divisore di (il) ed (il’) si trova = 
x 3 — 4x a o.v — a. ’ . > 

8r Questo si pone — o , e si cercano le radici di questa 
nuova equazione' . esse non sono che le seguentr 

Ora la radice i soddisfacendo a tre equazioni 

(E) = o ,.(£ 0 — o , ( E ") = o , . . 

cora’ è facile a vedersi , sarà tripla nella proposta ; ma la 
radice a non soddisfacendo che ad (20 rr= o f (E') = o , 
sarà solamente doppia. 

capo Vii. 

Delle equazioni reciproche ó còìivertibiii- 

§. 8i . Così si chiamano quelle equazioni le quali s" 
sono soddisfatte per esempio da Una radice c= a , lo sono 

Ugualmente dalla radice reciproca — ■ . Un’equazione per- 
tanto dotala di questa proprietà deve rimanere la stessa 

r 

quando vi si cangi x in — . 

Prop. Assegnare la relazione fra i coefficienti dell’ equa- 
zione di giade» pari 

(E) x' 1 r+Jx' 2 r—'-+-Bx 1 P— ì +Cx ì i>—' i -\- -f-//.\7 , + 

4 <?-v 3 +2?x a +&+ Tv- o .* 
acciocché essa sia reciproca. . , „ . 
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Sostituiamo ^ — invece di ae , e fatta dopo la sosti- 


tuzioue ia moltiplica pel denominatore x*P t la divisici- 
ne per T , avremo la trasformala, 


s 


W jcV4 9 x*p-ì . . . . + 

• • 1 ^•■••• + $*»+|*»+^*+J r = 


Dovendo ora por f indole di queste equazioni rimanere 
iden licite (/£) , (-F) ? fatto il paragone de' coefficienti , 
si avrà : 


jT-S.BT^R.CT^Q , . , QT—Ó, 

UT = B , ^7 7 =r i. 

Da quest' ultima abbiamo 7 1 = 4^ t , onde prendendo da 

prima il segno superiore , si avrà 

J — S, B -R , Cz=<j, oc., H—H , 

dai (piali valori impariamo die dovranno essere identici 

t corefficienti de’ termini equidistanti dal medio IIxP -, e 

però la forma di (7?) dovrà tsseie in questo caso 

(Al ) x*p-\-Ax'*P— 1 -f~Bx' , r —' 1 4 Cx' j p—i . . .-f-y/x/'. . ,4Ci ; 

-f- /ix 2 4* -f-i — o. . .]> 

Prendendo poi T =. — i , sarà 

ù—- — 1 5 /(— — B , — <?. ec. , /£==: — H , o sia //=Oj 

e la forma di (Ti) sarà 

fA“) 4 - Ax^p—* 4 - Bx 2 p—> 4 - Cx*P ~* ... 4 - Gar/H- 1 ’— . 

GxP~ l . . . C X * Bx' s Ax I := o , 

in cui manca il termine medio, e ritornano con ordine re- 
trogrado i eoo! udenti cLe lo precedono ma con stiglio 
contrario. 

Potrebbe pero si la (Al) che la (N) avere una forma 
un po’ diversa , come sarebbe 

( O) -f- Acx*p—' 4 - Bc' 1 x‘ , p ~~ * . . . . ± i 

Ac' P—'X =q. 
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Quest# nuota Torrtià, (piandosi verificili in qualche éqiii- 
rione. le fa prendere il nome di equazione omogenea. 
Ma se si pone X = C5, la trasformata in z sarà ridotta 
ad una delle due precedenti forme , Coni’ é facile a ve- 
dersi. Prima però di insegnare come delibano trattarsi le 
due (M) ed ( N) è necessario di premettere la seguente 
§. 8a. Prop. Supposto che fra le quantità x ed y vi 
sia un rapporto espresso dall’ equazione 

(G) x + — —y 

X 


trovare il valore del binomio x’ -f* — — tutto espressa 
per y. 

Fatta la potenza r m ciascun membro della (G) ì e 
sviluppala al solilo t si avrà 

„ r(r— i) . / v (r— i)(r— a) _ 

x r -f- rx r ~ 1 — x r f -f- — _ -x r ~ 6 + 

3 2.3 


r(r— i )(r— a) i ^ r(r— • i) i 


_'i 


r i 

!•-— a vr P 


a . 3 x r — G ' p 3 x r — ‘ ' x r — A x 1 

Isolando nel primo membro il primo ed ultimo termine 
di questa serie, ed unendo a due a due tutti quelli che 
sono equidistanti dagli estremi c perciò di ugual coeffi- 
ciente , avremo 

CO *-+ ± + -L.) 


r(r-i)(r-a) ✓ 


+ ~s) - <*• 


Ritenuta questa come una forinola potremo in essa cam- 
biare successivamente r in r — 3 , r — 4 , < 6 , ec. j 

ma' per maggior faciliti faremo queste sostituzioni in or- 
dine inverso, e quindi troveremo 

i 

__ —^<—6 — eo . 


!.° X ^ 6 
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if *~ 4 + *=* =r“-* - fr-4) (*--« + ~y «. 

= J' -- * ~ ( r — 4 ) + èc. 

3 " + *=3 =^’ - C r -« + ~)~ 


— 7'~ *-(r-a)/"S + y_ 3)(’' j2jr-t_àj ; 


ec. 


Sostituiti ormai questi valori nella (>/) , sì avrà dopo 
le convenienti riduzioni la forinola domandata 


Oh x r -f — — 




+ 


r ( r — 3 ) „_ 4 
J r 4 — 


ec. ; 


r(r-4)(r-5) r(,-5)Cr^j)(^ 7 ) 

*.3 . a. 3. 4 J 

^d il termine generico di questa è 

r(r-A-i). ,(r-aA4-a)(r-a*-|-r) . A 
i . 2 .3. 4 ••■A jr '~ ’ 

in cui vale il segno superiore se k è pari , e l’ inferiore 
se k è dispari , ed in cui il numero de’ fattori del nume- 
ratore e del denominatore, compresa l’unità . è sempre 

Vedremo a suo luogo a qual funzione trigonometrica 
corrisponda questa serie. Intanto è necessario di avvertire 
che il numero r deve essere un intiero e positivo , e che 
la serie si dee troncare là dove le potenze di j incomin- 
ciano a diventar negative. 

§■ 83. Ptop. Ridurre al grado p le equazioni recipro* 
che comprese nella forma generale 

01 ) ^ 

■4-j4-,^£r -f Bx* 4 -Caf 3 .... 
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Dividendo quest.’ equazione per xP si potrà mettere 
-sotto la forma 

xP -j- f- - (( x!' 1 -) 1 -f*- B f xP 2 -j-, 'ì-f- . . . 

_.pr V xV-'J . ■■ \ xV-*/ 

4- // = o • ‘ * 

t i 

ponendo in quésta x -f- — - — si avrà per mezzo della 

forinola (/>) una trasformata in ) ' <lcl solo grado p; onde 
se per avventura questa non oltrepasserà il f\". grado , o 
sarà risolubile per qualsivoglia altra strada , sarà risoluta 
anelie la propósta (AI). 

Trovate le p melici della’ trasformata in r si ricaveran- 
no i valori di x mediante 1 equazione di relazione 

x -f- r 4 ov\ ei o x 2 — xr 4 - t ;= o 3 

— a?. . 

da cui si Ita 


r ± v’C r‘ > — 4) 

x -- — - 5 5' t . 

a 

ondo ad ogni valore rii y ‘corrispondendone due di x , 
qitesli Saranno in numero ap. siccome dev’essere. 

§. S.j. Prop. Pii durre al grado p l’ equazione 
(jV ) x*pyAx J p—' -\-B r'r— ,J 4- Oc 1 /— 3. . .4~6htf>+' } 

— i — Ax — lix' — Cx 3 — GxP— 1 y * 

Questa si ponga sotto fa forma equivalente 

(x"P I ) fx^x^P 2 / )' -f- Bx' 1 (x^P — '• — 1) p 

Cx* (x '/’—b — r) . . . -f- Ci x/‘ — 1 (,r 2 — t) r= o , 
e fatta la divisióne pel fattori comune ìc 4 — i ? il quoto 
dii crtterà 


aór-5-f-..-/a?‘/’-ri-|-(r-f-^)»/’'4-t_(>/-(-t?)a? , rJ. . .-d-Garf-* 

-f-i -f - Ax + (i 4*^)^’ 4-(^-f-C , )a? 3 . . . . 

cioè sarà della forma della (4/ ) , e perciò riducibile col 
medesimo artifizio ad un’ equazione in y del solo grado 
p — t s da cui si av ranno ne’ oasi . che si sapranno trat- 
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ture, p — i vaioli di y v dai- quali .si ricaveranno ‘'come 
sopra 2jj — a valori di x , od aggiunte a questi lo diio 
radici i , — x provenienti dal fasore a: 1 — i impiegalo 
procedentemente , si avranno le ip radici della proposta 

•-V). - . 

§. 85. Prop. Ridurre al grado p 1’ equazione di grado 
dispari ‘ I. ; - ! r . . ■■ ■ . >> - * . . . 

A'Vd * 1 - J r sfx' ? P-f< Bx*P — 1 i-.-t . -\*lfpcP-\-' 4 - Ilari'. . . . -j-Bx' -f> 
sl&Pc. X - 1 9- • 

Si incominci dall' ordinarla nel modo seguente : 

(ar 2 iH- 1 -f- 1) -j- A'x{x?Y~-' + i) tf~ Bx* lì • • • • -f- 

UxPQx + X)=!OJ • - 

ed essendo questa ipanifeslafticnte divisibile per o-4-x., 
fatta la divisione diventerà 

:r:P -f- x'!— 1 -f- x‘ 1 P—' } -f- X^P—* . . . . + X 
Ax(x' 1 P~ r v. -fr '3 -tf-i x' l P * . . . . -f- x) 

+ Bx? ' -f- x*l—S -f- i) 

. • *; • • • »' • . * ■> ■ . •* > 

-f- IlxP 

ovvero ordinando relalivanienLe. alle potenze di x : 

X?? -f- •+- (14-A4 Bjx-p-- 1 4- . , , . q- H.tP 

(i-y-A- \-Bìx* q- (1 4 *Aìx + ‘ = 0 , 

la quale è visibilmente ridotta alla forma (d/) del §. 8r, 
e perciò riducibile collo stesso artifizio al grado p. 

. Se la medesima equazione fosse della tonila ( N ) , 
raccolti i termini equidistanti e divisi tyitti per x — x, 
si tornerebbe ad un’equazione della forma ( M ). 

§. 86. Prop. Risolvere le equazioni della forma generica 

.* X u — Ti trrr O. \ HI* • 

Sia in primo luogo n = 3 . p l’ equazione a risolversi 
sarà x 3 — x = o. Divisa questa pel làltore x— 1 , elle 
visibilmente vi è contenuto; avremo il quoto 

‘n i** -f- .r-f. I *0 j • „ " (. - I 
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che si sa risolvere eoi metodo ordinario. Chiamiamo a,ì> 
le radici di quest’ ultima , e le radici di 

a ? 5 — i — o 

saranno 

i-fV — 3 , i — y / — 3 

pr = t : x!=a==r- $ *=so = — . 

3 a 

Questi tre valori si chiamano Je radici cubiche dell' unità. 

Ma prendiamo la cosa più generalmente. Noi sapremo 
risolvere l’ equazione x n — 1 = 0, in cui n sia un numero 
composto , ogniqualvolta sappiamo risolvere le equazioni 
della medesima forma, il cui grado sia qualunque de’ nu- 
meri primi componenti n. Supponiamo infatti n = pq • la 
risoluzione della proposta dipenderli da quella di altre 
{lue come sarebbe 

J'P — 1=0 , ti — 1 = 0 - 

Imperciocché ponendo crf—j , fatta la potenza p si avrà 
acPI —cc n "jP , e perciò JP — 1 = 0, Supponiamo riso~ 
luta quest’ ultima , ed o, una qualunque delle sue radici , 
sarà 

od — 0 = 0. 

Jda questa colla pura estrazione della radice dà 

? 

x = y/a, 


% 

Facendo pertanto x ~t\/a (affine di rappresentare tutte 
le radici dell’equazione ocl — a=o), e ripassando alla 
potestà q ,,na avremo 

od ss a Vt ss a , 

da cui finalmente ti • — 1 = 0. Siano ora le radici di 
JP — 1 = e le seguenti ; 

1 '" , , . . . , e quelle di ti — 1 = o siano 


a 


a' 


t' , 


j 

tifi . Se nell’ equazione ar = f \ 
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Combineremo tulli questi valori di t c#u tutti quelli di a 
in tutti i modi possibili, e chiaro ( §. 16 ) che avremo 
pq permutazioni , cioè n valori di x , come deve essere. 

§. 87. Consideriamo specialmente il caso di n dispari , 
ossia occupiamoci dell’ equazione 

xV-H — 1 — 0. 

Divisa questa per X~ 1 si ottiene il quoziente di grado 
pari 

x'r -f- .r v— ' -f- xv— 1 jr* -j- * -p 1 = q , 
ed applicando a questa il metodo del §. 83 si ridurrà 
alla seguente in J 

jp -f -yr~' — (p— t) jp~* — (p-— a)jr-? -J- 1 = o - 

del solo grado p. Se dunque si saprà risolvere quest’ ul- 
tima, si avranno p valori di^'; e siccome dall’equazione. 

jc -f — -~=zjr ne deriva la quadratica 

x a — «/fico, . 

si avranno due valori di x , ciasctuio de’ quali dipende 
da y , onde si viene cosi ad avere a p valori di x , ai 
quali aggiungendo il valore X = x trovalo da principio , 
si avranno tutti li ap - f- 1 valori di x competenti alla pro- 
posta xv+-< _ 1 = 0. 

In tal maniera si potranno risolvere le equazioni 

x a — 1=0 : x 3 — .1=0 ; x 5 — Iseo 

/ / 

colla sola estrazione della radice quadrata j e conseguente- 
mente si potrà risolvere altresì ogni equazione x” — 1 = 0, 
allorquando n non contenga altri fattori semplici che a * 
3 . e 5 , cioè che sia della forma 2^ . 3 f* . 5 V , dove 
À - /j. , v sono intieri e positivi, t 

Volendo poi far uso anche della risoluzione delle equità 
/ioni del 3 ° grado si potrà risolvere eziandio l' equazione 
or' — 1=0, e per conseguenza qualunque equazione 
.T" — 1 — • , (piando ti sia della forma 2^ . 3 ^ . 5 V . q* . 
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Ma non si può rort qtiósto metodo andar più olire . poi- 
ché il numero primo ciie succede al 7 essendo l’ii , bi- 
sognerebbe potf*r risolvere l’ equazione x 1 1 — 1 = 0 , ciò 
che- richiède la risoluzione dell’ - equazione del 5 * grad* 

j S + j' — 4 j 3 - 3 / J - 3 /-t-i = o 

che non si sa risolvere. 

' 88. Se'l’ equazione non fosse x" — 1=10 , ma hrnsì 

a?" — a" = o, allora estratta la radice n 5,m » da a n che è, 
o , si moltiplicherebbero tutte le radici di x" — 1 = 0 
per a , ed i prodotti sarebbero lo radici’ di x " — a n z=:o 
Se poi l’equazione fosse ó , ovvero x n -f-a n —o. 

nel caso di ri pari tutte le radici sarebbero immaginarie ; 
e nel caso di n dispari ve ne sarebbe sempre una reale 
e negati va ( §• 43 ) ? e tutte le altre immaginarie. 

Le radici dell’ equazione generica x" — r=o, si chia- 
mano le radici dell’ nnità. Se n è pari , due di queste 
saranno reali , 1’ una positiva e 1’ altra negativa ( §. 4-3 ) , 
e tulle le altre immaginarie; e se n è dispari, non vi 
sarà che una sola radice reale e positiva, e tutte le altre 
ìi — 1 radici saranno 'immaginarie. 

§. 89. Siano a , b , c , i;e. le radici della proposta 
se" — 1=0, e poniamo una di queste come a invece di 
X , e ne nascerà l’equazione identica o*r=i. Ma questa 
medesima , formando le potenze successive di a , si trasfor- 
ma nelle seguenti 

t , fl J "== I , a‘* n — \ ««"“ 1 , 

e ciascuna di queste di nuovo coll’estrazione della radice 
Tjsìma nelle corrispondenti 

a ’ 1 r= 1 , a 3 = i , «* = «, , «*= * 5 

è siccome tutti questi valori soddisfanno ugualmente all’ e- 
quazione x" — 1 — o , perciò ne saranno le, di lei radici; 
onde in generale se una radice di questa è a , le altre 
Saranno a’ , a 3 , a a* , l’ ultima dèlie quali è 
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sempre — l. Le altre radici periamo b , c , zi, ee. do- 
vendo coincidere con qualcheduna delle potenze di a . 
possiamo supporre per es. Z»==:a 3 , e per conseguenza 
tutte le radici dell’equazione medesima si potranno altresì 
rappresentare colle potenze successive dirli, ovvero di 
d x (eccettuala però bultiipa —i) , cioè con a 1 , a 6 , a 8 , 
ec. , e divise queste quante volte si può per a n ( elle è 
sempre — i ) si ridurranno alle primitive a , a 2 , a 3 , ec. 

Per es* nel caso di ,u=3 le radici sarebbero c, 

ovvero 4 , a 3 , a 8 i( = x ) , oude se si prende la se- 
conda di queste , cioè a 2 invece della prima a , le tre 

radici sarebbero a' 1 , a * , a 6 j ma a cagione di a 8 =i , si 
trova a'=a, a c = a 3 , e però le radici ritornano a 1 , 
a , a3 , cioè le stesse di prima. Parimenti se n = 5 , le 
r adici saranno a , a° , a 3 , a 1 , a 5 , e se si prende la ra- 
dice a 2 invece di ne nasceranno le altre a 3 , a 1 , a$ , 
« 8 , a 10 j le quali a motivo di a 5 ~ i diventano a 2 , a ' , 
a , a 3 , a 5 . Che se invece si prendesse «3 , le cinque 
radici dell’unità sarebbero a 3 , a (i , a J , a , a 1 : , e sot- 
tratto dagli esponenti il 5 quante volte si può , le radici 

medesime sarebbero a 3 , a , a* , a 2 , a 5 (:= i ). Pren- 
dendo finabnente a!, si troverebbero le radici a y , a 3 , 

• f . » 

<z a , a , a s , cioè sempre le medesime ma in ordine di-, 
verso. 

Inoltre in quel modo clie possiamo rappresentare le 
radici dell’ equazione x" — i =:o con a , a 2 , a 3 , . . . a n 
(_ essendo a“= x ) si potranno altresì rappresentare eoa 
ixi i 

“ » ~l ■> fri ~£i -, giacche l’ uguaglianza n"=i si può 

djyidere per. a , per a? , ec. , e quindi sarà 

, 1 „ . r 

Q' l ~ 5 = — , a”r-* — •»— , qc. 

W * *— 

» — 

? 
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Di più: Rei caso di n numero primoi, in cui nou v’ha. 
ncR’ equazione di cui si traila che la sola radice reale 
z= x , restando tutie le altre immaginarie , se una di que- 
ste come a si rappresenterà con p -p q \/ — i , vi dovrà 
essere la sua vìepnjugata p —^q\J — i. Dovendo dunque va- 
lere tanto (p-j^qV — i)"=? 5 quanto ( p — t, 

varrà eziandio il prodotto (p-\-q\/ — i) n (p — q\J — 
ossia (p 3 -f-^ 3 ) n r=i , ed estraendo la xadice n sim * avremo 
tanto (p-\-q\/ — 1 )( p — q\/— 1)3=1, quanto p a -f-^ a = x. 

Da qui ricaviamo p — q\J — 1= - , onde se a 

p-f- q\/—l 


è una indice, la sua conjugata sarà — , ossia e se 

invece si prenderà a 3 , la conjugau di questa sarà tx'*— % 
e così delle aitile. 

§. 90. Prop. Risolvere le equazioni comprese nella 
forinola j 

(Q) T r — ry—’* -p — - ~ 3) P r ~' — 

la quale nel primo membro cammina colla medesima leg- 
ge della forinola (B) del §, 82. 

$e si pone r — cc -\ — — ,è chiaro dal calcolo già fatto 

ar 

nel luogo citato , che il primo membro di (Q) si ridurrà 

j 

ad x r -p. —, e perciò che l’equazione medesima si ri- 
durrà alla semplicissima forma < 

1 1 t : 

« , a r r -p — = cr, ovvero ar 3r — & x r i==o. 

* x r 

Se la proposta (Q) avesse la foima omogenea 

z r — ra 3 z r — 3 -|- ^ «4 4 . . . , t=zg > , 

a 

fi jridurrehhe tosto alla precedente ponendo z~af . di- 
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videndo dopo la sostituzione luti a la trasformala per a' , 


g r 


e cangiando ~ in c r . 
° a r 


Passando adesso a risolvere l’ equazione 
* 2r — C r X r -f- i — o , 

Ja quale , come si vede , è una derivativa del a.° grado , 
si ha dalle note forinole 

v r~ cr ±V(C>r— fl 

2 • - 

Ma per trovare tutte le ar radici porremo 

h r = gjtV / ( caf ~ 4) ^ kr _ c r — y/(c^ — 4) 

2 ^ 5 

onde avremo le due equazioni 

•*' = A' , x r ~ k r . 

Se dunque chiameremo a , a 2 3 a 3 , . . . «r— i prec.) 
le r radici dell’ unità diverse da i , queUe dell’ equazione 
x r = h r saranno 

' - ' 4 

x == h ,ah , cfh , a 3 h , , . . a r —'/i • 
e quelle dell’ equazione xr = Àr> saranno similmente 
X =q k \ ak , <z 2 A , a 3 k , . . . ar—’k. 

Quindi S valori di ossia di j, presi nella prima ' 

serie , saranno 

k + ~r ■> ak d — y , a*h -f- . a r —'h -\ — - 

« ali a*h ’ * ~ a , ^- l h’ > 

o presi nella seoonda serie , saranno 

k -+• ~r ■> ak ~ a^k ■ f- -L-,... ì a r -'k -f- — i_ 

A ak a*k a r ~ l k 

Ma i valori di y non possono essere che in numero r, 

mentre qui compariscono in numero ar: bisogna dunque 

che questi si riducano alla metà uguagliandosi a due a 

<iue , ed ecco come. Se si moltiplicano, insieme membro 

per membro i due valori v v. 
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h — ^ A r -W( c,f -- 4 ) k -~ c r —s/(c”-— 4 ) ^ 

si irova il prodotto hk-^z i , da cui si ha tanto h=:~ 

ri 

(■pianto k = — , e ancora alizz — , akzzz ~ . Inoltre 
1 li k h 

moltiplicando il a? membro di queste due ultime ugua- 
glianze per a'*-' sott e sopra, si ha, in grazia di af’zz. i. 

Con uguale artifujo si tro- 


ah — , qk = 

a f ~'‘k a‘^-‘l 


vera 


à a y h — 


— Ì — , a 1 k = — - — , ec. . e per ultimo 
a—*k a r ~~'-h v 


a'—'hzzz. — , a?—'kz=. Sostituendo ormai nella prima 
ak ah 

serie de’ valori precedenti di y ai termini frazionari i va- 
lori intieri dati per k , e nella seconda i valori dati pei" 
h , si avranno le due nuove' serie di valori di y 

h -p k. ah -p a r —' k. a l h -p a' - * k. a 3 h -p a’—>k , . . .a r ~ l h-j-ak , 
h -f- A:, ak -p a"-' h. a*k -p. a r ~'h. J a^k -p a r ~ìh, . . . a r —'k+ah s 
dove si vede che nella prima serie sono contenuti tutti i 
valori medesimi della seconda, e che perciò il numero 
vero de’ valori disuguali di y si riduce ad i\ 

Restituendo pertanto nelle prime di queste due serie 
ad h e k i loro valori , avremo li seguenti p vaioli di y , 
pipe 


— I A'-Pv'Cc”-— 4) 


r * y — y 


V- 


C y/(c ;r 4 ) 


3 ." 


=„y c l 


+ V /(c’- r — 4 ) 


-p a rw ’ 


y : '«z 


4 ) 
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3 ? jr = a* f/ C ^ ±V (Cir -b +a r-r f/ V-y/ ( Cl '~4) 

2 r 2 $ 

4? j=±'a3 

. r ... 2 r 2/ > 

.■'•••. - / ’• • ■ 

9 

T**/ =:#■-' j/ c :+V(^ r -4) + a y/ fr-V (c"-4) 

Siccome poi questi valori sono di forma affano somi- 
gliante alle tre radici di un’ equazione cubica , quali si 
trovano col metodo di Cardano , perciò l'equazione (Q) -, 
a cui si riferiscono , si chiama V equazione a radici di 
forma cardanuma. 

§• 9 l - Si vede che in questa classe di equazioni, come 
nelle cubiche , si dovrà incontrare un caso irreducibile 
tutte le volle che essendo r dispari sia poi c xr <C.4 ■> ossia 
c'<^ 2 . Imperciocché aveitdo la (’ Q ) in questo caso al- 
meno una radice reale (043), questa n<Ai potrà esser 
rappresentala? da nessuno de" precedenti valori di y $ i 
quali non sapendosi sbarazzare, dagli immaginar} con arti- 
fi/, j puramente algebrici , diventano affatto inutili. 

Ma v ha di più : nelle condizioni premésse de radici 
detta (Q) sono tutte reali e disuguali. Imperciocché sup- 
posto che possa ridursi la quantità immaginaria 

■ * -j . ... , 

./ v-tv^-o = À + Sv _ t . 

r * 

è facile a provarsi. die sarà 

. , • ! .,»• . ' . d» 

. ' 2 

dove 4 e 2 90110 quantità reali © algebriche o trascen- 
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denti. Il primo dunque de’ valori di jr sarà — i A , cioè' 
tutto reale. Rapporto agli altri r — 1 valori , si dee osser- 
vare che trovandosi i precedenti radicali moltiplicati rispet- 
tivamente per a ed a'—‘ , per a 2 ed ee. , che sono 

altrettante radici dell’ equazione x? — imo, se una di 
[queste (per es. a) si porrà = p -+- q \/ — i, sarà (§.89) 
a' v - , = p — q\f — t, e perciò il 3? valore di y si potrà 
mettere sotto la forma ‘ , 

I — O + 

— 3 Ap — xBq , 

cioè tutta reale. Lo stesso vale di tutti gli altri valori. 

Sia per es. 1 ’ equazione 

j5__5^3 5j=, , 

che è compresa nella (Q) , ed a cui Corrisponde r — 5 , 
c ,r — 1 , c r znt 1. Preso dalle forinole del §. prec. il pri- 
mo valore di jr si avrebbe • 

1 

. . * I ‘ . . 

r = , ' ' : 

il qual valore , come tutti i seguenti , essendo infetto eli 
immaginarietà nulla ci fa conoscere. In questo ed aldi 
simili casi volendo far Oso di principi puramente alge- 
braiei non abbiamo che due partiti , cioè o di cercare t 
fattori razionali , quando ve ne siano 3 o di risolvete l’ e- 
quazione propósta con qualche metodo di approssimazio- 
ne , come insegneremo in appresso. Nel caso presente si 
troverebbe la radice razionale jr = 1 , e divisa la propor- 
sta per j — 1 si otterrebbe per quoto 

7* i-J 3 — 47 a — 47 -f 1 == 0 » 

di cui non è difficile di trovare i due fattori incommen- 
surabili 


i -(-\/5 3 — \/5 

7 + —— 7 ~ * — 

- a > 


r »-,. r — V 5 y- 3 + V 5 
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i quali uguagliati a zero danno quattro distinti valori di 
f lutti reali ; onde comprendendo' la prima radice 1 , si 
hanno tutte le radici della proposta. 

§• 92. Rapporto all’ equazione di forma più generica 
X tr — ax' -j- b — 0 

I 

nel caso di a a <46 si ponga x—b*' $, onde sia x lr =bz^ } 
x r = z r \/b j e ne nascerà la trasformata 
bz-'' — az r \/b 4-6 — 0 , 
che divisa per 6 diventerà 

a 

Z lr — 7 - V 4 - i o. 

v/6 

Posta quest’ ultima salto la nuova forma 
1 a 



e fatto 2 4 == J r ■> ne nascerà in virtù della forinola 

z , * • 

(B) la nuova equazione 

, _ . r(r — 3 ) r'(r — 4 ) ( r — 5 ) ■ 

yf ■ jyr—ì _p yr — 4 _* *• . v 1 yr — tf t . . . 

2 2.3 


d 

\Jb ' 1 

Di questa si cercheranno i fattori razionali , ovvero le ra- 
dici approssimate , e trovatele con qualcheduno di questi 
modi se ne conchiùderà il valore di z per mezzo dell’ e- 
quazione 


che dà 


f 1 = 0 , 

z , indi dal Valore di z se ne 

* 2 


I 


formerà quello di oc per mezzo dell’equazione X ~ h ir z. 
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Delle ràdici immaginarie. 


§. 93. Noli è il minimo de' vantaggi dell’Algebra quello 
di avvisare il c ài colatori per mezzo delle radici iinmagi-» 
liarie , che s’ incontrano nella risoluzione delle equazioni, 
clic le quistioni , da cui queslè derivano , contengono delle 
contraddizioni nel loro enunciato. Ma v’ ha di piò : queste 
quantità assurde c ripugnanti combinate colle operazioni 
dell’ analisi producono delle quantità reali e legittime ; ed 
oltre di ciò sono di grand’ uso nell’ analisi così demen- 
ta, e come sublime per discoprire e dimostrare molte in- 
teressanti verità. 

Prop. Trovare il numero e la grandezza delle radici 
immaginarie di un' equazione. 

Si sostituisca nell’ equazione proposta - 

(E) x"‘ -+- A x — * 4 - Bx™—' 4- T= Ó 

a-\-b \/ — 1 invece di x. Questa sostituzione produrrà 
una trasformata della forma M 4- N \/ — r = ò, compren- 
dendo n M tutti i termini reali, e in N \f — 1 tutti gli 
irrmiaginarj. Ora questa non può sussistere , se non’ sia 1 
separatamente 

Mt= ro , iV— 04 

giacché è impossibile che le quantità reali possano vénit* 
distrutte dalle immaginarie. Formando pertanto cp’ termini 
lutti reali , poscia co’ termini affetti da y/ - — 1 due di- 
stinte equazioni, e dividendo quest’ uhima per — 1, si 
avranno le seguenti 

a " 1 4- Pa m ~ - 4- Qa m ~ 1 -f- . . = 0 

Ttut m ■ 4 ~pa m ~ l -\- (/a 1 ”—' -f- = o , 

in cui i coefficienti P , Q , ec. , p , q , ec. non dipen- 
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flom» che da b , e dai coefficienti della proposta , ed in 
fcui b non eccede la potenza /n sirt,a . • 

Dovendo adesso eliminare 1’ una o l’altra delle indetenni-» 
nate a, b ^ elimineremo a, e la risultante in b noil eccede* 
rà il grado ?n(»i — i) ( §. $6 ). Questa risultante poi do* 
ventio rimaner la stessa se vi si cangerà b in — b ( gi te* 
citò deve essere indifferente di sostituire nella proposta 
piuttosto a-\-b\/ — i che a — b\> — i, dovrà mancare 
di tutte le potenze dispari di b $ e però sarà riducibile 
alla torma 

■ • • *1 •**••{<» « r 

— i) m(m — i) f #i(m — i) j 

< ìì ) 0>')~ v_ -fJW(ò 2 ) ~ +iV r (fc 2 ) _ » ...±±ó, 

da cui si avranno tanti valori di b* quante sono le unità 


• n m(m — i) 
2 


e ciò o colle forinole note o con i metodi 


d approssimazione , che esporremo in appresso. 

Per trovare a non si avrà che a sostituire nelle èqua* 
zioni (U) ad uno ad uno i valori trovati di b 1 , con che 
si avranno ogni volta due equazioni in a , le quali avran- 
no sempre qualche fattor comune. Si cercherà pèrtanto 
il Imo massimo coinun divisore , e postolo = o si avrà 
1’ equazione , da cui si ricaverà il valóre di a córrispoii-* 
dente a quel valore di che si sarà impiegato. Estraen- 
do poi da b 3 la Radice quadrata' si avranno le due radici 


immaginarie conjugate 

«-f-òV' — * ì à-^b\/—iì • 

§■ 9^- Ossetv. Importa molto di rimarcare’ diversi casi 
che possono occorrere si nella Soluzione dell’ equazióne 
(R ) , da cui si hanno; i valori di b’ 1 i come nella ricerca 
del valore di a corrispondente à quello di b 2 : > t 

i.° Dai valori iimriaginarj , che potrebbe avere b" 1 , 
non si può raccogliere nessun valore uè di b nè di 


\ 
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a , giacché per ipotesi queste quantità debbono esser 
teali. * » 

a? Se b 3 avrà dei valori reali e positivi , allora la pro- 
posta potrà avere tante coppie di radici immaginarie quanti 
saranno i valori positivi e disuguali di b x . 

- 3 .° Se tutti i valori di b x saranno negativi, come — 4 , 

4 / 

e quindi fosse b — dz\/ — b, allora la proposta non potrà 
avere radici immaginarie. 

4 » Acciocché dai valori reali e positivi di b 3 si possa 
conchiudere con sicurezza l' esistenza di radici immagi- 
narie nella proposta , bisogna che a ciascun valore reale 
e positivo di b x corrisponda . almeno un valor reale di 
Se mancasse questa condizione non potrebbe la proposta 
aver radici immaginarie. 1 

5 " Se tra i valori reali e positivi di b x ve ne fossero 
due o più uguali e reali, allora i sistemi di radici imma- 
ginarie corrispondenti avrebbero comune la parte immagi- 
naria , e sarebbero perciò delle seguenti forme : 
a-’t-b y/ — i a' -f- b \/ — i a 0 -f- b y' — r 

a — b \' — i ? a' — b \/ — i ’ a ” — b\/ — i’ ec- 
6.° Se b 1 avesse uno o più valori = o (ciò che si rac- 
coglierà dal mancare nella (li') o l’ ultimo termine , o gli 
ultimi due , o ec. ) , la proposta avrebbe due o più ra- 
dici reali ed uguali* 

7. 0 Finalmente se il massimo commi divisore delle equa- 
zioni (//) sarà di primo grado rapporto ad a, allora ad 
un solo valore di b x corrisponderà un solo valore di a. 
Ma se questo divisore sarà di 2" grado, allora al mede- 
simo valore di b x corrisponderanno due distinti valori di 
a , e si avranno per conseguenza due «stomi di radici 
immaginarie , come sarebbe 

a-\-b \/ — 1 a’-j-b \/ — 1 

„ . a — b V — x V a’ — b\/~~i.‘ . . , . . 
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E se lo stesso comun divisore fosse di 3? gradò o d’ al- 
tro piu elevato , si avrebbero tre o più valori di a , eh» 
indicherebbero altrettanti sistemi di radici , in cui la parte 
immaginaria sarebbe comune. 

§. 95 . Prima di passare agli esempj ci prepareremo le 

prime potenze del binomio immaginario a -j- b y / £; p er 

averle pronte da sostituire nelle equazioni che ci propor- 
remo da esaminare 2 
oc —d-\-b\J — t 
.'r a = a' 1 — b* -)- 3 ab y/ — t 

ar 3 = c( 3 — 3 ab" 1 *+ - ( 3a 2 — b* ) b y/ i 

rr *=a* — Ga 9 6> -f-6» + (4« 3 — fab* ) b y/— i 
v 5 —a 5 — ioa 3 ù a •+• 5ab f -f-(5d* — iod*b *-^ &<) by/—ì 
x s =:a 6 — i5 a l b* -f- i5 a*b'> — b 6 -f- 

(6<*s aì_ aon 3 fiì a -f- (Sctb* ) b y/— t 
èc/ • , „l 

Es. 1 ? Sia in primo luogo 1’ equazione cùbica 
oc 3 — - 2cc -f- 5 = 0 : 

Coll' ajùto della precedente tabella rpiesta si trasformerà 
nelle due equazioni < . , 

(J7) i aa3 — (3i a 4 . 3) a -f- 5 = p 
2 .* 'ia 1 -—b' ì — 3 = 0 . 

Eliminiamo a 3 e perciò dalla 1 .“ moltiplicata per 3 soV 
tratta la 3 * moltiplicata per d avremo per residuo 

(3) — (8è* -f-4)n q- i5=o. 

Preso da questa il valore di a = — , e sostilui- 

Sb * -p 4 

tolo nella a.» si avrà par' risultante la 

(4) 64 b<> -(- !93 b* 4 144 è* — 64 $ sfi à , 

la quale avendo l’ ùltimo termine' frega ti vo ha di sicuro 
una radice reale e positiva ( §. 43 ) , ossia' ttn valor reale 
e positivo di b a , che è l’ unico che possa soddisfare ì 
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mentre la proposta non può avere più di un sistema di 
radici immaginarie. . , . 

Suppongasi adesso risoluta l’ equazione (4) conside- 
rando b" 1 come l’ incognita , ossia deducendo la soluzione 
da quelle, del 3? grado. Sostituiscasi il' valor trovalo di 
nella ( 3 ) , la quale finalmente non è altro che il mas- 
simo coinun divisore fra la i. a e la a,* , e avremo come 
sopra 

- tS 

a ~ 8 ^ + 4 * 

e però sarà trovata anche la parte a della radico 
a ij b \J — i . 

Es. 2 f Sia. l'altra equazione cubica 
ar 3 — ‘■■'r x -f- 7 = o. 

Fatta la sostituzione del binomio immaginario si avranno 
le due equazioni 

a 3 — ( 3,-fe 2 4 - 7 + 7=0 

3 a 1 — ò Q — 7 = o, 

ed eseguita F eliminazione di a come nell’esempio pre- 
cedente si arriverà alla risultante 

64 b c> + 672 b 1 -f- 1764 ò 3 + 49 — 0 i 

la quale avendo tutti i segni positivi non può avere nes- 
suna radice reale positiva ( §. 3o ) , onde i valori di b 
saranno immaginar) , e però la proposta non avrà che ra- 
dici reali e disuguali. 

Es. 3" Sia F equazione di 4.° grado 

ir 4 — 8 .x 3 -f- 3o ar 7 — 56 ar q- G5 = o. 

Le equazioni provenienti dalla prescritta sostituzione sono 
a 1 — 8 <z 3 4 - C 3o — 6 ò 2 )a 9 — ( 56' — 24 6 2 )« 4 - . 
( H ) , . • b % — 3o ò 2 - 4 * 05 = o 

*-• . a 3 — 6 <r 2 — ( ò 7 — . i5 )a -f- 2 b a — 14 — o. 
Eseguila F eliminazione di a si avrà una risultante , che si 
potrà metter^ sotto la forma 
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— 4) 9 (M _ + 35) =: «. 

Questa potrebbe verificarsi tanto per essere 

b > — 3 b* — 4 = q 

quanto 

+ a5 = o. 

Quest’ ultima avendo tutti i valori di b * immaginari nou 
ci può dare le radici che cerchiamo ; Ja prima invece 
avendo i due valori 

b> — 4 , ’ 6“ = _ i , 

de quali il secondo negativo è di nuovo inutile , ci me, 
stra che il solo valore che possa soddisfare è il 4. P oslo 

pertanto b 1 = 4 nelle due equazioni (H) , queste diven- 
tano , 

0 1 — 8 a 3 -f- Qa* ■+• 40 a — — n 

a 3 6 a* -j- uà — 6 — o 

il cui massimo cornuti divisore essendo a*-— 4 a + 3 «£ 
fornisce f equazione 

a 2 4 « + 3 — o , 

da cui abbiamo due valori di a, cioè a~\ a r= 3 
Dimque corrispondendo all" unico valore di 0 a ~ 4 due 
diversi valori reah di a, la proposta avrà due .sistemi di 
radici immaginarie, che saranno 

1 +2\/-I 3 + 2\/— t 

l—tyj-i 5 3 — aV—,. • 

§• 96. Ùssero. L’equazione in b* ottenuta nel modo che 
abbiamo esposto ricade nell’equazione alle differenze, eli.; 
abbiamo insegnato a calcolare al §. 64 , purché si pon- 
ga ■»— 4 b — J- Infatti chiamando u la differenza fu 
due quahinqne delle radici della proposta, e ponen- 
do u* = j , ed osservando inoltre che la differenza* 
Ira due radici conjugate a + b^~i ? à — by'—i ò 
2 b \/-— i , ed il suo qu -idrato — 4 i J , vediate tosto," 
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come questo valore debba essere una delle radici dell’ e~ 
quazione alle differenze * cioè uno de’ valori di /. 

Quindi si vede che una data equazione avrà tante paja 
di radici immaginarie , quante saranno le radici negative 
nell' equazione delle differenze. Inoltre che se questa avrà 
tutti i segni alternativi, non avrà radici negative (§. 3o), 
e perciò la proposta non avrà radici immaginarie. 

Se nell’ equazione (4) del i? esempio precedente por- 
remo — 4ò 3 =J, avremo la trasformala 
— ia/ 3 -p 36/ -f- 643 = fl 

che è T equazione alle differenze già trovata al §. 65 } e 
siccome questa ha una radice negativa , perciò 1 equazio- 
ne a;3 — 3 x -+■ i> == P avrà di sicuro un paja di radici 
immaginarie. 

Nell’ equazione del secondo esempio 1* sostituzione di 
__ 4 ò a — / conduce all’ equazione 

y* — 4a/ a + 44 1 / — 49 = 0 

che è la medesima che si troverebbe col metodo del 
§. 64 , e che non avendo radici negative ci insegna che 

la proposta — 7* + ^ = q ^ lu « e rad ^ 

reali. 

C i P O 11 

p e i limiti delle radici delle equazioni in generale , e 
specialmente delle equazioni numeriche. 

§• 97- Due quantità , delle quali una sia maggiore e 
l ' altra minore di una qualunque delle radici di un’ equa- 
zione , in senso largo si chiamano limiti di quella radice. 
Ma perchè 1’ eccesso ovvero il difetto di questi numeri 
per rapporto alla radice medesima può essere indefinito j 
£0Ì chiameremo limiti veri o proprj due numeri cne non 
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differiscano fra di loro più dell' unità , e die nel tempo 
Flesso non comprendano più di una radice : il più delle 
volte cpiesti numeri sono due intieri consecutivi. 

Chiamasi poi limite delle radici positive il minimo 
numero intiero che supera tutte le radici positive dir 
un equazione $ e similmente limite delle radici negative. 
il minimo intiero- che , rispetto alla pura grandezza , su- 
pera la radice negativa rappresentata dal numero più 
grande. Fra questi due limiti giacciono tutte le radici 
reali sì positive che negative di un’ equazione qualunque. 
Vi ha inoltre il Limite minore delle radici sì positive che 
negative , e questo si è l’ intiero immediatamente mino- 
re dello une e delle altre, avuto riguardo alla sola gran- 
dezza, ■ - 

Si è veduto (§. 6a,63) c]ie se — M è il coefficiente 
massimo negativo di un’ equazione in x fatta x zzz 
y M i si ottiene lina trasformata -a termini tutti po- 
sitivi , la quale non può avere che dei valori di y nega- 
tivi ; onde dovendo pure essere x — ( 1 ) una quan- 

tità negativa, ne risulta M - cioè il/ -f - 1 maggiore 
di qualunque radice positiva dell’ equazione proposta. At- 
tesa questa proprietà il numero M- 1- 1 fu da molti chia- 
mato il limite delle radici positive j ma hen si vede che 
questo non può essere che un limite improprio . giacché 
potrebbe eccedere la massima radico dell’ equazione di 
qualsivoglia differenza. Newton suggerì un metodo , cor 
cui si trova il limite proprio nelle equazioni numeriche . 
e sebbene esso esiga alcuni tentativi prima di trovarlo' 
ha però il vantaggio di esser sicuro , e di non dare un 
limile maggiore di qtiel che si cerca , ogni qualvolta le 
radici della proposta siano mite reali. 

Eccolo nella seguente 
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§. 98. Prnp. Trovare il limite delle sàdici positive di 
Una data equazione. 

In primo luogo dalla proposta 
(E) ar’" -f- Ax m — -f- Bx m ~- 4- C m ~i .... 4- lSjc I 7 — o 
si deducano colla legge di derivazione esposta al §. 5 "] 
Je seguenti 

CE') mar®-*» 4- ( m — \')Ax m — x 4- (m— r 2 )Bx?*~i ■+• 
(ni - — 3 )Cx m ~* 4 * . . . 4- S 

(m— i)(m— a) . 

(E") — -ar®-» 4- — A ar*“J -f* 

» 2 a 

Qn-aXw-j) Bx--> +... + H 

2 


CE"') x m_ 5+ (m-OC m- ^rrn- 3 ) ^ rn _ 4 


~t" 


• •• + Q 

t si continui la serie di queste derivate finché si giunga 
a quella, in cui x non abbia che una sola dimensione. 

In sccoudo luogo si cerchi il qiinimo numero fifa la 
tcrig 

O j I , 3 , 3 , 4 , * • • • 5 3/ + t , 

che sostituito invece di ar in tutte le derivale ( incomin- 
ciando dall' ultima) f nella proposi# ancora, produca de’ 
risultati tutti positivi ; questo sarà il limite domandato. 

Sia difaiti l questo punterò: se invece di ar si porrà 
in ( E ) J-’rls ne nascerà come al §. 5 ^ la trasformata 

d' + B'y-frCy 1 rhP '/ 3 + •.•• +J m = o , 

jp cui sarà 

4 ' = 4- Air-' 4 Bl n ? 4- CE‘—ì 4- ... -5 - SI +T 

— * - 4 - {pi— 1) Al 1 »—* 4- ( m—2)Bl m “ s -4 ... 4* 


m(m — 1) . (mri)(in- a) .. 

(?' — - s l m ~* -4 _ _ : L Afr—Ì 4- 

2 p 


( m —a) ( m — 3 ) 


Bl m —‘> 4- ... 4- il 
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rw_ roO-O(m-a) , , 

V = 5 l m i -f ec. 

2 • <3 i 

* % 

Ora questi coefficienti corrispondono perfettamente nelìa 
forma e nel -numero all’equazione (E) ed alle sue deri-# 
vate (Z'), (Z"), (-E'")} «c- coda sola differenza di con- 
tenere / invece di qs j e siccome per ipotesi essi sono 
tutti positivi , y o sia x — l non potrà avere che de’ va- 
lori negativi , e perciò sarà l^>x, cioè maggiore di qua- 
lunque radice positiva. 

Si deve però avvertire che se tutte le radici fossero 
reali , chiamando L , L' i limiti fra’ quali giacciono tutte 
le radici sì positive che negative , la massima radice po- 
sitiva sarebbe compresa fra L ed L — i , e la minima 
negativa , cioè quella espressa dal numero più. grande , 
fra Z’ e — L' -f- i. Ma se non saranno tutte reali le 
radici , questa conseguenza non ha luogo , parlando in 
generale , ed il liipite delle radici positive potrebbe esser» 
assai discosto dalla massima radice positiva , come quello 
delle negative dalla minima negativa. 

Es. Trovare il limite delle radici positive nell’ equa- 
zione 

» 

(Z) a? 1 — Go x ? -f- 5Gx 092 = 0. 

Te derivate sono 

(Z') 4‘x 3 — x 30 x + 56 

(Z") Gr a - 60 

(£"') 4 x - 

Ponendo acr=o,x,a,3 , 4,5 non si hanno risultati tutti 
positivi, ma ciò ottenendosi col poire or:=6, ne conchiu- 
diamo essere questo il limile delle radici positive. 

§. 99. Il limite minore delle radici positive si trova 
collo stessq metodo : basta perciò di cangiar la proposta 

equazione nella sua reciproca ponendo x = ~y~ , indi 

8 
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cercare in questa il limile maggiore col metodo prece* 
tleQte : questo inversamente preso sarà il limite minoro 
delle radici positive della proposta ; e st è frazionario , 
come il più delle volte accade , basta di prendere in sua 
vece r intiero immediatamente minore. Questo metodo 
però , bisogna confessarlo * lascia spesso un intervallo 
troppo largo fra il limite e la minima radice positiva, ciò 
che non accade cercando il limite maggiore, almeno quan- 
do le radici della data sono tutte reali, 

Es. L* equazione precedente 

ar* — 60 a? 3 -f- 56x -f- = o 

colla supposizione di x ~ ~ diventa 


56 


6o 

592 


* 



ed operando su questa e su le sue derivate si trova che 
il minimo intiero , che rende positivi i risultati di tutte , si 
è l' imita j quinci sarà x , c per conseguenza x > 1 , 
cìqò sarebbe l’ unità il limite minore di qualunque radice 
positiva della proposta. Ma altronde da altri metodi , che 
a momenti insegneremo , si sa che quest’ equazione ha 
due radici reali e positive , delle quali una è compresa 
fra 4 e 5 , e l’altra fra 5 e 6 , onde il limite minore 
delle radici positive debb' essere il 4- 

Rapporto ai ljmili maggiore e minore delle radici ne- 
gative basterà di cangiarle in positive (§. 56), indi ope- 
rare come precedentemente, 

§. 100. Pro/). Se col porre due quantità h„ k invece 
di x in un equazione si ottengono due risultati H , K 
di segno contrario j essa avrà un numero dispari di ra- 
dici reali comprese fra h e k. E se colle medesime so- 
stituzioni si ottengono i due risultati H , K del medesi- 
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jtjo segno, o non vi para alcuna radice reale compresa 
fra h e k , o ve nè sarà un numero pari. 

Siano le radici reali a , b , c . . , della proposta schie- 
rate per ordine di grandezza decrescente, ed essa si rap- 
presenti col prodotto 

-(a? — zz)(x — ’ è)(a: — c) , , . . F x =.o 
dove F x è un fattore che resta sempre positivo per qual- 
sivoglia valore di x , ed in cui sono per conseguenza 
comprese tutte le radici immaginarie , se cc ne 6ona 
( §. 28 ), Sostituendo h , k i risultati saranno 

(H) (/i — «)(A — &)(* — cXh — d) . , . . Fh 
(K) (*_«)(*—&)(*— c)(*-^) ...,F k . 
Supponiamo in primo luogo in secondo luogo H y 

K di segno diverso, e H negativo. 

E’ chiaro che non può essere H negativo se non sono 
negativi o uno o tre o cinque ec, de’ suoi fattori presi per 
ordine , e che il prodotto K non può similmente restar po- 
sitivo, se non è pari il numero de’ fattori negativi quando 
ve ne siano. Sia pertanto in H h <[ a , e sarà in K almeno 
£< a, e k<^ b. In questo caso la radice b cadrà fra h e k. 
Ma potrebbe nel tempo stesso essere k<i a, h <^b , k<C. c , 
k <[ d, ed allora fra h e k cadrebbero le tre radici b , c , d$ 
e così di seguito. Se poi in H vi fossero ire fattori ne- 
gativi , cioè fosse nel medesimo tempo h<^a, <6, <Cc, 
allora in K vi sarebbero almeno i primi quattro fattori 
negativi , e perciò la radice d sarebbe posta fra h e k j 
ma se questi fossero sei , vi sarebbero tre radici , come 
d , e , f fra h e k. Continuando così a discorrere vedre** 
mo che non potrà essere H negativo e positivo K senza 
che Ira h e k non cada un numero dispari di radici 
reali. 

Se poi dei risultati H , K fosse positivo il primo e 
negativo il secondo , si vede tosto die se U avrà dc> 
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fattori negativi, questi saranno in numero pari , p vice- 
versa in K in numero dispari. Se dunque sarà li >a in 
H. , allora in K o sarà solamente k < a , ovvero k < a , 
^ 6 , < c , ovvero ec. , cioè fra h e k o cadrà una sola 
radice , o tre , o cinque , cc. Se poi in H sarà congiun- 
tamente h < a , li < b , allora sarà in A o 4 < a , < è , 
< c , ovvero <C ò , «C c, , < e , ovvero èc. , 

onde fra li p k o cadrà la sola radice c, o cadranno le 
tre c , d , e , o le cinque c , d , e , y' , g , ec. Questo 
discorso si può spingere quanto si vuole , onde resta 
provata la prima parte della proposizione. 

Si osservi intanto di passaggio che se fra h e k non 
cadrà che una sola radice , in K non vi sarà che un 
solo fattor negativo di più che in II , e viceversa. 

Siano ora // , A entrambi positivi , nel qual caso non 
potrà nè 1 ‘ uno nè l' altro ammettere fattori negativi che 
in numero pari. Supponendo tutti positivi i fattori di //, 
quelli di A o lo saranno similmente , o non lo saranno 
che in numero pari. Nel primo caso li e k non compren- 
deranno veruna radice , nel secondo ne comprenderanno 
un numero pari. Se poi in // supporremo due fattori ne- 
gativi, come li — a, h — b , i numeri h , k non racchiu- 
deranno nessuna radice , a meno che non vi siano in K 
almeno quattro fattori parimenti negativi. In questo caso 
i suddetti numeri racchiuderanno due radici come c , d. 
Se poi fossero sei i fattori negativi di K , le radici con- 
tenute sarebbero quattro c,d ì e ì f' ì e così in progresso. 

Se in H vi saranno quattro fattori negativi , sei almeno 
ve ne dovranno essere in K , acciocché h , k compren- 
dano due radici. Seguitando questo ragionamento vedre- 
mo che fra li e li saranno contenute due radici , se in K 
vi saranno due fattori negativi (Ti più che in II 3 ma se 
il numero de’ fattori negativi sarà il medesimo nell’ uno 
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è nell’ altro tli qtiesti prodotti , non vi sarà alcuna radice 
fra h e k. 

La considerazione di II , K améiidue negativi ci con- 
durrebbe alla medesima conclusione , Coni’ è facile di ac-* 
cenarsene con somigliante discorso. 

E’ poi chiaro che il fattore F x , il quale rimane sempre 
positivo per qualunque valore si dia ad r, non turba uè 
punto nè poco quanto si è fin qui dimostrato. Inoltre la 
supposizione di k > h invece di h > k , die abbiamo 
premesso , lascia evidentemente la nostra dimostrazione 
nella sua forza. 

§. ioi. Se pertanto due quantità qualunque reali, posi- 
tive o negative sostituite nell’ equazione proposta invecé 
dell' incognita produrranno due risultati di segno contra- 
rio , vi sarà per lo meno una radice reale comprésa frà 
quelle quantità cóme suoi limili. 

Quindi se si sostituiranno nell’ equazione ad uno' ad 
imo i tornimi della progressione de’ numeri naturali 
• o , i , 2 , 3 , 4 , ec. t 

ad ogni cangiamento di segno , che accadrà nella serie de* 
risultati corrispondenti ", si avrà un indizio sicuro alntcnó 
di una radice reale compresa fra qua’ due numeri da cui 
essi derivano. Ma dall’ essere due risultati vicini identici 
nel segno non si può argomentare don sicurezza che 
fra i numeri corrispondenti vi sia nessuna radice , méntre 
ve ne potrebbe cadere un numero pari qualunque. 

§. 102. Pfajy. Rappresentino d, b , C, . . . . t le radici 
reali sì positive che negative d’ un’ eqiiazioné ( E ) , e 
siano queste disposte in ordine di grandezza decrescente, 
di modo che F ultima delle negative sia rappresentata «lai 
numero più grande. Siano similmente a' . b', c’, . . . . s 1 le 
radici dell’ equazione (E 1 ) che si fortna ponendo 1 = o la 
prima funzione derivata da (/£) colla legge dei §. 5 ^ , 


Digitized by Google 



lift 

e queste radici siano parimenti disposte nell’ ordine me<- 
desimo. Le radici reali della . proposta {E) saranno i 
limiti delle radici reali della derivata (E 1 ) , o*sia si avran- 
no le relazioni simultanee 

a , 

&’< b , &'>c * 

/ » 

c’< c , c' >d, 


ec. 

s’< .? , *' > t. 


Se nella proposta (£) della solita forma si cangia a? 
in a? 4- a , la trasformata diventerà 

ossia A’ -j- B' x 4 - Car 4 4" .... -4- a? 1 " = o , 
dove sarà 

A'~a m 4- Aa m —' -f- Ba m —* 4- . . . . 4- T == a 

B’~ ma™—' -f- (tra — i )Aa m ~ l -+- . . . . 4 - S 

mCm — -i) ( m — i)(m — a) „ w 

C’=i— fl «-a 4 - — — Aa m — 3 . . . -k# 


ec. 


ovvero Volendo adottare de’ simboli più espressivi, potre- 
mo porre 

A’—E a =o,B'=iE' t ,C , =:E , ''>ec. . 


Ma appunto per èssere A'=zo, la trasformata medesima 
divisa per x diventerà 

(M) E\ 4- E a ” x 4- E a "' x 1 .... 4- x 1 ”— 1 == o. 
Altronde rappresentando la ( E ) col prodotto de’ suoi 

fattori , abbiamo 

CE) (x — a)(x — b)(x — c) , . . . (x — t )F x s=z o 
dove F x è un fattore sempre positivo , che potrebbe trovarsi 
nella proposta j onde se anche in questo prodotto poniamo 
oc 4- a in luogo di x , avremo dopo la divisione per x 

( N) s(r4 -a — ù)(x-pa — c) ...(x4 -f* — t)F x -^ t ~o, 
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Ma siccome l’ ultimo termine di questo prodotto , svi- 
luppalo che Tosse , sarebbe ( §. 33 ) 

( a — bXa — c)0 — d) ... . (a — t)F aj 
perciò paragonando questo termine col corrispondente E** 
dell’ equazione (di) sarebbe 

E'„ — (a — ò)(a — c)(a—d!) . . .. (a — t)F a . 

Se ora nella proposta ( E ) si cangiasse x in x -f- b , ) 
poi in x-\ -c, ec. e finalmente in x t , collo stesso 
processo si avrebbero i successivi risultati 
E\ = (Z> — <*)(& — c)(& — d') — ( b — tjF t 
Ec = (c — a)(c — ò)(c — dy.... (c — f)^V 


= (* — «)(*.— 6)(i — C) .... (f— OFr, 
dove essendo i fattori i^ 4 , f, , i' 1 , , ec. sempre positi- 
vi, ed essendo inoltre per supposizione « >6 )>c )> <2 ec., 
sarà 

E\ > o , E\ < o , £*, > o , E'd < o j ec. ; 
cioè alternativamente positivi e negativi. Ma questi valori 
non essendo altro che i risultati parziali, che si onere- 
rebbero se nella prima derivata £* si cangiasse x in a, b , 
c, ec. successivamente, si vede che le radici a 1 , b l } c’, 
ec. della derivala avranno per loro limiti le radici della 
proposta, cioè che sarà 

a'<C. a , a' >6 , ò'< b , &'>c , ec. 
come si è proposto. 

§. io3. Dunque se le radici a , b , c , cc. della pro- 
posta sono tutte reaU , anche le a' , b ' , c’ , ec. della de- 
rivata ET saranno tutte reali. Rinnovando poi su le de- 
rivate successive E\ E n ì E"’, ec. il discorso medesimo 
che abbiam fatto su le due E , E' , conchiuderemo simil- 
mente > che se <£' avrà reali tutte le sue radici , tali 
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saranno ancora quelle di K n j e se E" avra reati essa 
pure tutte le sue radici, tali Saranno anche quelle di 
fi'"- e còsi di seguito. Coneliiudcrcmo perciò che un’ 
eijuaziorie qualunque non potrà aver reali tutte le sue 
radici, se reali non saranno tutte quelle delle sue succes- 
sive dei-frate. Bisogna però guardarsi dal cónchiudere che' 
per esser tutte reali le radici ch'ile singole derivate, deb- 
bano esser tali anche quelle della proposta , mentre que- 
sta potrebbe averle o tutte o in parte immaginarie. Ma 
vediamo ormai come si possano trovare i limiti piopij di 
ciascuna radice reale e positiva. 

§. 104. Prop. Se in un’equazione dotata di una o più 
radici reali e disuguali si sostituiscono in luogo dell in- 
cognita due numeri h , k , F uno maggiore , 1 altro minore 
di qualcheduna di esse , e che nel tempo stesso non dif- 
feriscano fra loro clic' di una quantità minore della diffe- 
renza fra questa radice ed un altra qualunque delle leali 
della stessa equazione , queste due sostituzioni produrr 
ranno due risultati di segno contrario. 

Sia a la radice di cui si tratta , e perciò suppongasi 

k >a , b — k<C 5 , 

indicando con $ qualunque delle differenze a — b,a — cj 
b — c, ec. Fatte le sostituzioni nell’ equazione 
( a? — - a) (x — & ) ( x — c) ... . F x r= o , 
si avranno i due seguenti risultati 

(//) (■/ ì — — fr)(/i — - c) . . . . Fh i 

(A) (i — cf)(k — £>)(* — c)....A*. - 

Ora pér ipotesi h — a , k~a sono di segno contrario : 
inoltre gli altri fattori corrispondenti,- dome h—b , k — b , 
ovvero h~ c t k — c , ec. sono tutti del medesimo se- 
gno. Avvegnaché se un sistema dr questi fosse di segno- 
contrario , per esempio h — b , k—~b, allora sarebbe b 
compresa fra h e k come la radice q. Quindi sarebbe 
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— b contro le condizioni premesse. Si vede 
perciò elio i risultati H , K dovranno esser di segnò 
contrariò , corne si è asserito. 

§. io5. Dunque se in un’ equazione invece dell’ inco- 
gnita si sostituiranno ad uno ad uno i iérmini dèlia prcf* 
pressione aritmetica! 

o ,38,/JS, ec. ) 

e § sia la minima delle differenze fra le radici della 
data , ovvero una quantità minore di essa , è sicuro che 
i sifceèssivi risiti tati formeranno una nuova serie , in citi 
tante saranno le variazioni de’ segni quante sono le radici 
reali positive e disuguali dell’ equazione medesima. Tutto 
dunque si riduce a trovare 8, ed * questo fine stabilire- 
mo la seguente 

§. ìò 6 . Prop. Trovare nn numero che sia minore di 
qualunque delle differenze fra le radici di una data equa- 
zione. 

Si calcoli la trasformala ai quadrati delle differenza 
(§.64). Questa sarà della forma 
(Z>) A' B'y -f- C‘f -f- . : . . + y r ~ 
in cui y~u 2 ed u esprime qualunque delle differenze 
a — b, a — c , b — ò , ec. fra le radici a , b , c , ec. 

m(m-i) 

della proposta j inoltre l’esponente r equivale a ~ 

sfe la proposta non ha radici uguali , ma in caso diverso 

, v . m(m— i) .... 

r esprimerà l’eccesso del numero — — sopra il nume- 

ro delle radici uguali , che supponiamo tolte dalia prò* 
posta per mezzo della divisione (§. ! 79 ).' 

1 . - 

Mutisi y in — e l’equazione (D) prenderà la fórma 

A V B'z r ~' 4- 4- G • / •+* 1 =s a. 

Cerchisi il limite maggiore delle radici positive di quest a 
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( §. g8 ) j e suppongasi == /. Sarà / maggiorò di qua- 

! * 1 

lunque valor positivo di z , e perciò l > — , ovvero 

■ i/ 

/ 

r I i 

l > , e ancora iz>— ^ • Sarà per conseguenza — , 

minore di qualunque valore di u , cioè di qualunque dif- 
ferenza fra le radici della proposta. 

i 

§. 107. Se sarà -77 >, ovvero = 1. saremo sicuri che 
' \' f 


le radici della proposta differiranno più che dell’ unità , e 
potremo con sicurezza nella serie del §. io5 porre §:= 1 , 
ossia far uso della serie 

o , 1 , a , 3 , 4 » «c- 


Ma se sarà <[ 1 , allora potendo alcune fra le diffe- 
renze , di cui si tratta , esser minori dell’ unità , si porrà 


1 

ovvero secondo che y / 1 sarà razionale o irra- 


zionale : in questo secondo caso si potrà prendere invece 
di y/ / f intiero k immediatamente maggiore , onde la serie 
*la sostituirsi invece di x sarà 

• 1 2 3 4 

0 5 T » T 5 T » T 5 e * - 1 

ed i risultati di queste sostituzioni formeranno un'altra se- 
rie, in cni tanta di sicuro saranno le variazioni di segno s 
quante le radici reali positive e disuguali della proposta. 

Dunque se i risultali de due numeri contigui -j* , — ^ — 

saranno di segno diverso, vi sarà una radice , i di cui li- 
mili proprj saranno questi numeri medesimi. 

Ma per evitare le sostituzioni de’ numeri frazionari , 
che riescono assai incomode , trovato che sarà il valor 
iutiero k prossimo di y//, si potrà trasformare la pro- 
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posta in un’altra a radici moltiplicate dal numero k (§. 54), 
x 

mutando x in ~j ~ , ossia moltiplicando i di lei termini 

per quelli della progressione 

1 , k , k 2 , . . . . k m . 

ISella yasformata che ne nasce , se si porrà x=z o , i , 3 , 
3 , ec., si avranno i limiti delle di lei radici , e questi 
divisi per k saranno quelli della proposta. 

§. 108 . Osserv. Col metodo precedente sempre si tro- 
veranno i limili di qualunque radice reale e positiva , ma 
esigendo questo che si calcoli l’ equazione alle differen- 
ze, sarebbe cosa troppo laboriosa se non si potesse al- 
meno in molti casi dispensarsene. Perciò osserveremo che 
si potrà usurpare immediatamente la serie 
0 J * ) 3 ) ^ J 4 5 

i? Quando l’ equazione proposta non abbia che una 
sola radice reaìe e positiva. In questo caso essa non avrà 
che ima sola variazione di segni , e però sarà della forma 
x m -+- Ax m ~ 1 -j- Hx n> ~ r — Kx”‘— r — 1 . . . 4 

— Sx •— T — o s 

in cui tutti i termini dopo Hx m ~- t sono negativi. 

2 ® Quando si sappia preventivamente che le radici reali 
e positive , qualunque sia il loro numero , differiscano fra 
di loro non meno dell’ unità. 

3° Quando parimenti si sappia preventivamente che le 
gradici medesime non giacciano fra gli stessi numeri in- 
tieri , quantunque la loro differenza sii minote dell’ unità. 
Cosi se una radice fosse 5, g5, ed un’ altra 6 , 5r $ seb- 
bene la loro differenza o , 56 sii minore di i , pure tro- 
vandosi la prima compresa fra 5 e 6 , e la seconda fra 
6 e' y, ciascuna si manifesterà colla sostituzione de’ nu- 
meri naturali. 
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Il solo caso adunque , in cui dalle successive sostitu- 
zioni di questi numeri non si otterranno tante variazioni 
di segno ne’ risultati quante sono le radici reali e positi- 
ve , sarà quello in cui due o più radici sorto comprese 
fra gli stessi due numeri intieri. Ma anche in questo caso 
non è sempre necessario di ricorrere all’ equazione delle 
differenze per trovare i limili proprj di ciascuna radice • 
e basterà il più delle volte di trasformare la propo- 
sta in un’ altra a radici doppie o triple , cc. o al più 
decuple , ciò ohe si ottiene con somma facilità moltipli- 
cando i termini della proposta per li corrispondenti di 
qualcheduna delle seguenti progressioni 

* ) ^ 5 J 

* > ^ ) 9 5 3 7 > ec ‘ 5 

i,io, loo , tood , ec. , 

• * - I 

e con questo mezzo si arriverà d’ ordinario dopo pochi 
tentativi ad una trasformata , le citi radici non saran- 
no più comprese fra gli istesSi intieri contigui , ma si 
staccheranno in modo, che avi-anno per liùiiti proprj due 
diversi numeri intieri , e però si manifesteranno colla so- 
stituzione successiva de’ numeri naturali. 

Qui non abbiani parlato che di radici positive , ma ognu- 
no vede che varrà lo stesso delle reali negative, qualora 
stano cangiate in positive mutando il segno a’ termini de’ 
luoghi pari dell’ equazione. 

* Passiamo agli ésempj 
- §. 109 . Es. i.° L’ equazione cubica 
ar 3 — Sa; -f- 1 = 0 

non può avere più di due radici reali positive , ed una 
negativa, come si può raccogliere dai §§. 3a © 4 1 - 
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Ora sostituendo in luogo di oc la serie de’ numeri natu- 
rali , troveremo che 

alle supposizioni corrispondono i risultati 

oc = o . . 'f- i 


OC = 3 ............. X 


oc 3 -f- 1 3 , 

onde si vede subito che la minore delle radiai positive 
giace fra o ed i , e la maggiore fra a e 3. 

Rinnovando le medesime sostituzioni su 1’ equazione 
• ar 3 — 5x — i — o . 

che contiene le stesse radici di prima , ma mutale di se- 
gno, si troverà che Tunica radice positiva è contenuta 
fra a e 3 , e quindi che le tre radici della proposta giac- 
ciono rispettivamente fra i limiti 

0,1 } $ — a , — 3. 

In questo esempio la serie de’ numeri naturali è bastala 
a scoprire tutte le radici. 

§. no. Es. u. L’equazione 

x 3 — 7 cc - f- 7 — o 

potrebbe avere o una radice reale o tutte e tre. In que- 
sto secondo caso ne avrebbe due positive ed una ne- 
gativa pe’ §§. 3 1,33. Ponendo però x — o, x, 3 , 3, eo. 
abbiamo perpetuamente de’ risultati positivi , onde nè pos- 
siamo accertarci delle due radici reali positive , nè trova- 
re i loro limiti. Ma dall' equazione* alle differenze 

yi — 42 j a -t- 441 jr — 49—0 

siamo assicurati che tutte le radici sono reali » disuguali 
( §. 96 ) $ e la reciproca di questa è (§. 106 ) 

. I . » 

Il limite maggiore delle radici positive di quest’ ultima 


I 


l 
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è il 9. Sarà perciò “<9,/>— , cioè ( per essere 

y — u 3 ') u^-r* , Potremmo dunque nella progressione 

indeterminata • 

o , 8 j* 2 8 , 38 , 48, se, 

1 

porre 8 = ~ , cioè sostituire invece di x i termini 

J_ 7. JL A. 

0 5 3 ’ 3 5 3 ’ 3 » ec > 

yna per facilitare le operazioni cangeremo nella proposta 
x 

P? "3" » Dss ‘ a moltiplicheremo i suoi termini 

X 3 ~f- O X 3 — 70: -f- 7 
pei corrispondenti 1 , 3 , 9,37, 

ed avremo la trasformata 

x 3 — 63 x -(- 1 89 xx o , 

le cui radici saranno triple di quelle della proposta. So- 
stituendo in quest’ ultima 0 , 1 , 3 , 3 , eo. invece di oc 
avremo i primi sette risultati corrispondenti coi segni 

+ }+ >+ > +1 +J J +5 con che veniamo a sco-* 

prire due radici positive , l’una interposta fra 4 e 5 , 
l’altra fra 5 e 6. Quindi concludiamo che anche la pro- 

4 

posta ne avrà altrettante , delle quali una cadrà fra e 

5 5 6. 

, l’ altra fra e ^ , ossia entrambe fra 1 e 2. E fa- 

pile poi a vedersi che la negativa è compresa fra - — 5 e 

— 4 - 

Volendo evitare il calcolo dell’equazione alle differenze 

6 incomincerebbe dal cercar la trasformala a radici doj» 
pie di quelle della proposta, e questa si troverebbe 

x 3 *— ■ 281X -f- 56 ==;o, ^ . 

/ 

- ■ / 
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Ponendo in questa a? s= 0 , i , a, 3 , ec. si vedrà clic i 
risultati corrispondenti camminano co’ segni -f- , -f- 3 ? 

— 5+5 oss * a c ^ e due radici positive di quest’ ul- 

tima la minore giace fra 2 e 3 , e la maggiore fra 3 e 4 ? 

3 3 

e quindi quelle della proposta fra — e l’una, l’altra 

3 4 

fra — e — , ovvero ambedue fra i e 2 come trovammo 
2 2 

* » 

dianzi. 

§. m. L’equazione di quarto grado 
x r> — i5x' J 72 : q- 3^ — o 

se ha radici reali e positive , non ne può avere più di 
due , come non ne può avere più di due negative. Per 
trovar le prime senza ricorrere all’ equazione delle differen- 
ze , osserveremo che le supposizioni di x:=o, 1,2,3, ec. 
danno i risultati tutti positivi , onde nulla si può argo- 
mentare su le radici in quistione. Cangiamo pertanto la 
proposta in un’ altra a radici doppie , e questa sarà 
cc\ — 6ox* -+- 56 x -f» 5 q 3 z=:o , 
e rinnovando su di questa le stesse supposizioni di r, 
troveremo che alle supposizioni di ar = o, 1,2,3,45^56 
corrispondono i risultati co’ segni -+- , -f- , + , -J- , -J- , 

- — , -f- , onde v’ ha di sicuro una radice fra 4 « 5 , ed 
un’ altra fra 5 e 6. Dunque nella proposta vi saranno 
due radici reali e positive giacenti rispettivamente fra i 

4 5 5 6 , „ 

numeri — , — , e — , — , cioè amendue fra 2 e 3 . 

Le negative si troveranno immediatamente fra — 1 e 
— 2 l’ una , e l’ altra fra — 3 e — 4 5 convertendole prima 
in positive. Vedami gli esempi addotti .superiormente ai 

SS- 9 8 e 99 - . : 
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Hi soluzione approssimata delle equazioni. 


§• ii a. L’ impossibilità di una soluzione generale nelle 
equazioni superiori al 4“ grado, e la complicazione delle 
formolo relative al 3.° e 4° grado esigono che si cerchi 
una risoluzione approssimata di quelle equazioni , delle 
quali o non si può avere la risoluzione esatta, o se quer 
Sta è possibile, sia poi troppo ingombrata da quantità ra- 
dicali. Noi supporremo che l’equazione, di cui si tratta, 
sia già ridotta alla propria sede. Questa riduzione con- 
siste nel privarla co’ metodi esposti delle radici uguali , 
se ne avesse , e dej fattori razionali di primo o secondo 
grado ne’ casi in cui ciò è possibile. Dopo questo si dee 
cercare il numero delle radici reali ed immaginarie , e 
ciò per mezzo de' segni dell’ equazione alle differenze , o 
per mezzo delle dottrine esposte nel Cap. Vili. Si di- 
stingueranno in seguito le reali in positive e negative , 
assegnandone il numero rispettivo giusta la regola carte- 
siana del §. 3i. Per ultimo si determineranno i limiti 
proprj di ciascuna radice positiva , indi delle negative 
dopo che saranno state cangiate in positive per mezzo 
del §. 56. 

Rapporto alle radici immaginarie , che sappiamo essere 
generalmente rappresentate dalla fonatola a h \/ — i , 
cercheremo l’ equazione tutta in ò a ( come al §. $3 ) , 
indi ponendo 4 6^ otterremo una trasformala in S, la 
quale se non sarà risolubile co’ noti metodi , dovrà sot- 
toporsi anch’ essa ai metodi di approssimazione , e perciò 
trattarsi come la proposta in x. Ma se per questa fosse 
già calcolata 1’ equazione alle differenze in y , basterà di 
cangiare in quest’ ultima y in — t u fine di convertire le 
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radici positive in negative , indi cercheremo prossima- 
mente i valori di t , e quindi quelli di b '* , e per mezzo 
di questi quelli di a ( §. g3 ), 

I limiti , die ci sono prefissi in quest’ opera , non ci 
permettono di far conoscere che il metodo più celebre 
di approssimazione , quello del Sig. Lagrange. 

§. ii 3. Siano a , b , c , d , . . . le radici reali e po- 
sitive, disposte , se vogliamo, in ordine di grandezza 
crescente , dell’ equazione generica 

(X) Jx»‘ q- Bx m — 1 q- 6V"— 2 q- . . . . -j- T~ o 

e siano inoltre p , q , r , s , ec. i limili proprj- minori di 
ciascuna di esse. Incominciamo dal cercare la minima ra- 

i _ 

dice a. Si faccia perciò ;r = p q- — , c moltiplicati nella 

trasformata , che ne nasce , tutti i termini per r m , ed 
ordinati a dovere si avrà la 

(Y) J’j m -f- -+• q- q- r' = o. 


Questa, per essere — una vera frazione, avrà di sicuro 

una radice reale maggiore dell’ unità , che sarà necessa- 
riamente unica. Imperciocché se 1’ equazione (Y) avesse 
per esempio due radici maggiori dell’ unità , come sa- 


rebbe jr' , y" , si avrebbe tanto x = p q- —, | , quanto 


x — p q- , e perciò p sarebbe il limile vero minore 

di due radici alla volta contro la supposizione. Lo stesse 
discorso si applicherà alle trasformale successive , che. si 
andranno formando. v ' 

Cerchisi il limite p % della radice positiva della (Y) , 

i . 1 ; 

indi si ponga y xx. p' q- -y . Questa sostituzione produrrà 

e) 

la trasformata 


9 
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(Z) A"i m — B”&—' •+• c v a*- % • • • • + T" — ° » 

e cercato anche in questa il limite minore p” dell* unica 

i 

radice maggiore dell’ unità , si porrà z = p v -+- ~ a lino 


di trarne una nuova trasformata 


(JJ') A"' u m B ! "u m ~ x -+■ C"’u m 3 .... + T ’ — o , 

la quale si tratterà come le precedenti , e cosi potremo 
continuare quanto ci piace. 

Accadendo che alcmro de’ numeri p, p ec. fosse 
tuia .radice esatta , allora siccome sarebbe o x — ’ p , o 

— p’ , Q z~p'\ ec., l’ operazione sarebbe finita, ® 
si avrebbe per x un valor razionale. Fuori di questo easo 
la radice cercata sarà incommensurabile. 

Quanto si è lin qui dello per la ricerca della radice 
a , il cu limite si è supposto = p . si dovrà replicar© 
per intiero ad una seconda radice b , il cui limite sia q $ 
indi per ima terza radice c di limite r , e così di tulle 
le radici reali e positive. Trasformale poi le negative in 
positive , si tornerà da capo por ciascheduna di esse , come 
si è fatto per le positive. 

§. 114. Palle successive trasformate, da cui si saranno 
ricavati i limili successivi p , p 1 , p"> p 1 " 5 oc, j s * r* cave ~ 
ranno ancora i valori sempre più approssimanti della radi- 
ce a , c si avrà dall’ equazione (AT) , cioè dalla pro- 
posta , x = p j 

1 

dalla (JK) x t== p -f ~ < b 

L 


dalla 


dalla 


(Z) 

m 


x — p -t- 






ec. 
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Questi successivi valori di a?, ossia della radice sono 
espressi sotto forma. di finizioni continua ^ c non resta, 
die di ridurle alla forma di trazioni ordinarie. Ora è 
facile colle operazioni comuni delle frazioni di convertire 
i precedenti v uiori negli equivalenti che siegnono : 

1 ■ ppVj+p - t p u 

1 <P p’p " fi . 5 

PP’P"P‘" + Pp' + PP 1 " -h p"i> ,n 4- i 

p'p‘p 1 -hp‘~t-p'“ ' T— > ec> 

Ma per poter rappresentare in modo più facile e pift 
regolale questi valori sempre più approssimanti al valor 
giusto di a j porremo 


* — P 

JS = pia -f- i 
? — -f- « 

£ =^'V 8_p y 

ec. 


p’x ’ 


y» 7 

a, 

r 

y’^p"JS' + *.' 
fi' z=s'p»ty -+• jp 

e’ =^>*8' -p j.» 

ec. 


e mediante queste sostituzioni , che si possono continuare 
a piacere , mentre la legge de’ termini è manifesta , si 
gvrajmq i seguenti valori della radice in quistione i 

a fi y fi £ 

ec n, x — ^ ~ ~^i * & — ~^7 9 ~ — r, ee. j 

de’ quali il primo, il 3", il 5.° , ec. sono minori del va- 
ro j il af , 4,° , lì. u , ec. maggiori del vero , in modo però 
che ciascuno di essi è sempre più prossimo al vero che 
qualunque di quelli clic lo precedono. Questa verità di- 
pende dalla dottrina delle frazioni continue 4 che espor- 
remo a suo luogo. . , : 

Passiamo agli esempj. 

§• u 5. jEs. i? Sia l'equazione di Newton 
, ar 3 — sr — 5 o , 

P er CU1 Vale l’ equazione medesima alle differenze che 
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abbiamo calcolato per ¥ equazione a? 3 — 2 ;« -f- 5 = o cfi 
SS- 65 j 96 , cioè 

jrf — i2j u - 1 - 36 / -f- 643 = o. 

Dall’ inspezione di quest’ ultima , la quale non ha i segni 
tutti alternativi, si raccoglie ( §. 96) che la proposta ha 
delle radici immaginarie , die non possono essere nè più 
nè meno di due 3 inoltre essa ha una radice reale, il di 
cui limile proprio minore è il 2. Poniamo dunque p = 2. 

1 

Facendo ora x = 2 + avremo la prima trasformata 

(Y) J 3 — io/ a — 6/ — 1 = o. 

Il limile della radice positiva di questa è. il 10 , onde 

1 

sarà p’ = io , e ponendo / = io *j- ~ x si avrà la 

(Z) 61 3 3 — 94 =* — 203—1=0. 

1 

Questa ci dà p" z=z 1 , e perciò = = i -f- “ , da cui si ha 

(U) 5 /{u* -f 2 5 iz* — 89 « — 6t = 0 

v _ 1 

a cui corrisponde il limite p'"z=z 1 , e quindi u=x-f — , « 

(V) 7 m 3 — 123 v * — -18701 — 54 = o. 

1 

Questa dà p li =sp. 2, e perciò u = 2-p— , onde nc na- 
sce la 

(TV) 352 tv 3 — iy3 vv a — 3o3 tv — -71 = o , 
che ha per limite p v = 1 , ec. Continuando quest» ope- 
razioni sì troveranno i limiti successivi 


P" 

=6 3 , 

«VII = 

r 1 , /y vlu — 1 , p'*— 12 , 

ec., 

i , quali 

valori 

posti 

nello forinole del 

§• Il4 

ci daranno 

0 

II 

« 


51,7. 

= 23 , 8 = 44 , £ : 

= III , 

Z, = i 55 , 

2=576, 

6 — z 7 

co 

V» 

Il 

Ow 

0 

^4 

0 

X 

II 

: 164 1 5 . 

> ec. 

*'= 1 

■J' = 

IO , 7 

'=11 = 2! , 

s’ = 53 

, £' = 7 ! , 

~ 2^5 . 
/ 

A» __ 

349,^ = 0243^ = 7637. 

> ec., 
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ondo la radice reale della proposta sarà- rappresentata dai 
seguenti valori 

27 a3 44 i55 576 y3i 1307 ì64i5 

3 5 1 o 5 1 1 5 20 5 53 5 74 J 275 5 349 * G24 ’ "78 37" * ec ' 
i quali vanno sempre più accostandosi al valor vero di x, 
e 1’ ultimt) de’ quali espresso in cifre decimali ci dà 

a' = 2 , 09450148. 

\ olendo ora calcolare le radici immaginarie della stessa 
equazione oc 3 — ax^-5 — o 

richiamiamo dal §. 95 l’equazione 

04 b 6 -f- 193 b 1 -+- l 44 — 643=:o , 

e posto /\b* — t avremo « 

* > f 3 -j- 1 2 1* 4- 36 1 — 643 = 0 , 
e questa non polendo avere più di una radici reale e 
positiva , potremo trovarne il limile senza difficoltà, im- 
piegando la serie de’ numeri naturali o , 1 , a , 3 , ec. in 
luogo di t. Con questa difatti troviamo ne’ risultati il 
cangiamento di segno nel passaggio dal valore di £=5 
al -valore -f= 6, onde sarà il primo limile ]> = 5. 

Ponendo pertanto £ = 5-+-— si avrà 


:o , p ' 


X 

38 ar 3 — 23 1 x ? — 270: — 
ar = 6 + — 

r 

' 3 — - — * 4^39" — 38 =0 , p ’ 

1, • • •• 


: 6 . 


■ J 


9 = 5 -+- 


*o 53 5 3 6832Z 3 2760* J rr 271=0 , pV ' zrzQ . 

1 


:« + 


u 


34975 tt 3 — 29100 « 2 — 53 iou — > io 53 = o , p IV = 1 , 


•4 


1 4- 


ec. ; 
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onde i valori di coll' ajtilo delle formole dei §. ii4 4 
si troveranno 

991 J t f> T 


3 t 160 

K 

0 ’ 6 ’ 


3 t ’ 192 ’ 


ce. 


in secondo inoq:o - — -57-. 

n 80 •* 


223 > 

L ultimo di questi , che è il più approssimante al giu- 
sto, si troverà equivalente alla frazione 1 ' 

5 , 1614349. 

Avendo poi b — dicendo l’ estrazione della radice- 

sarà t = i j *3594 in circa. ■»" ’ 11 . " 

Usando di questo valore si troverà in primo luogó »'(5 ^ 5 ) 
8ò a = io , 3228698* 1 

l 5 i ' tMJ< ' 

j = —i, 04727 ec. 

Perciò le, tlue radici immaginarie dell ' 1 equazione >• • 
x 3 — 2 x — “5 ras. o 1 1 • • ' 

sono ~ t --° 47 3 7 • • 1.3594 . ; OV— *' " 

— 1 5 « 4? 3 7 • • • — C » , 13594 . . . )V-^- 1 

con che essa è pienamente risolta. 

§. 1 16. Es. 2° Invece dell 1 equazione a? 3 — 7 x d - 7 — A * 
risoluta da La grange e ricopiata in tutti i libri , prende- 
remo la seguente , che si trova nelle stesse circostanze 
x* — 3 r x -(- 37 — 0 . 

Calcolala l’ equazione alle differenze, che è 

— i26j - ’ -f 3969/ — 81 = o 4 
si vede if che questa non essendo divisibile per 9*, la 
proposta non può aver radici uguali ( §. 64 ) j 2? che 
avendo questa i segni alternativi, la proposta ha tutte le 
Sue radici reali , delle quali due sono positive , ed una 
negativa , come si vede e dal §. 96 é dalla regola carte* 
siana del §. 3 r. Per cercare poi i limili delle due radici 
positive , se impiegheremo in luogo di x la serie 0,1, 
3,3, ec. , non troveremo che risultati positivi. Altronde 
il limite delle radici positive è il 3 , quindi siamo avver- 
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(hi che le radici domandate soììo entrambe comprese fra 
a e 3 ( §■ 9 ^ )• ^ >f ‘ r covare il limite proprio minore di 
ciascheduna , trasformiamo 1’ equazione delle differenze 

nella reciproca ponendo, giusta il §. 106, y xz — -, e si ot»> 

c 

terrà la 

* 

(Z) s 3 — 49 3 * 4* (> + gp )» — ^ — O 3 

e formale le derivate 

45 

1. « 3 s 2 — pSjEi -p t -f- qY 

2. » 3 z — 4 $ , 

con Un po’ di attenzione cl accorgeremo essere il 4g il 

minimo numero intiero che rende positivi questi tre po^ 

linomj , e che sarà perciò 3 < 49 ■> e Quindi ancora 

) i t 

« finalmente — , cioè la minima 

1 

delle differenze fra le radici della proposta > — . Po- 
tremmo adunque trasformarla in un’ altra a radici sette 

x 

volte più grandi col sostituire “ in vece di x , c la 

/ 

trasformala colla sostituzione della serie o , t . 2,3, co.- 
manifesterebbe di sicuro colla mutazione de’ segni ne* ri- 
sultati i limiti delle radici di essa. La trasformata sareb- 
be difalti 

x 3 — 10293? -f- 12691 o , 
la quale ai valori di x — 18 , 19 , 20 somministra i ri- 
sultati -f- 1 , — 1 , 111, lo che è indizio di due 

radici contenute l’ una fra 18 c 19, l’altra fra 19 e 20. 
Potremmo pertanto cercare queste radici, ponendo per 
l’nna p — i 8, e pxxig per l’altra, indi calcolando le 
frazioni continua col metodo poco sopra esposto. Ma ci 
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spediremo più presto j sé ( come si è détto al §. io8 ) 

duplicheremo le radici dèlia proposta cangiando x in 

* 

— , con che avremo 1 equazione 

(^/) x 3 — 84 x -f- 296 = o f 
e siccome anche in questa dalla sostituzione de’ numeri 
naturali non si ottengono che risultali positivi, cantere- 

t 

00 

mo di nuovo nella proposta x in ed otterremo un’al- 


tra trasformata 

(/?) x 3 — 189 x -f- 999 =r d , 
la quale alle supposizioni di x=7_,8,9 dà i risultati 
•j- 19 , — 1 , -f- 27. Dunque le radici di ( B ) cadono l una 
fra 7 (i, 8 , l'altra fra 8 e 9, e quindi quelle della pro- 

. 78 89 

posta 1 lina fra -j- e -y , e la seconda fra e Cer- 1 - 

citeremo dunque le radici positive di (1?) quanto più si 
potrà prossime al vero, e trovatele le divideremo per 3 , 
e queste saranno le due positive della proposta. Ecco il 
quadro delle operazioni. 

Incominciamo dalla radice minore. Avendosi p = 7 si 
t 


porrà x = 7 -p 


r 


indi si avrà 


*9.r 3 — d 3 /’ + Jt =0 , p 1 — 1 ■> J — l + ~ 

I 

s 3 -f- 6 * a — i 5 z — 19 = 0, p” r=r 2 , a = 2 -f- — 


17 M 3 


21 


U À 12 U ISOj p"'=t j U = I -f ~ 


I7 U 3 + 3 v a 30 V 17=0, ?) = I -p ^7 


37 tv 3 — 37 w 1 - 


A 

■ 54 %y — 17 = 0, p r s=3 t w=2 -f- — 
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i 

17 f* — 162 t* — 1 35 f — 27 ==e, p' , *z=z io, t =rio 4 - — 

577 <7 3 — 17259 2 — 348/7 — 17 = 0, /> vu = 3 , ec. , 

dai valori troVati di p , p’ p " , ec. rie' concluderemo i 


seguenti : 

« = 7 

y ±± a 3 
8 = 3i 
£ = 54 
£ = i3gi 

^ = i 444 

É = 447 1 

ec. 



Onde i valori corivergerìli verso la radice cerèata saranno 

7 8 23 3 1 54 1 39 i444 447 1 

T’T’T’lf’T’Te’ 5 ec ‘ » 

l’ultimo de’ quali ( siccomè il più prossimo) convcrtito 
in decimali diventa , 

7 , 72193436 , 

e diviso pér 3 alfine di ottenere la tumore delle due ra- 
dici positive della proposta 5 dà 

X z ±. 2 , 5739781 , - • - 

taloré esatto fino alla quinta decimale. 

Ritorniamo all’ equazione ( 5 ) , e cérchiàmiof la seconda 
radice positiva. Sarà 

p = 8 , xz=z8-\-y 

3j 3 — a 4 j— 1 = 0 , p 1 =s 6 x ^ = 64 - 7 - 

3 7 a s — 4S* 1 — 1 5* — i=o, p " rr: 1 ? j=st+-' 
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t 

27 u3 # — t*‘ 3 w -^37 = o, />"’ = 1 , U=I + — 

• •■ • ‘ . 1 

r 3 w 3 *— l8n 3 — 81 t> — 27=0,p‘ v =l, W=I-f- — 


53 tV 3 — ioatv 3 JOHV 73 

•J * 


o , p v = 3 , 



t 63 f 3 — 618^ 


J 1 

- 3-j 5 ^ — 53 — o , p VI = 4 , / 4 -f- — 1 


10097 3 — a5o5^* — 1 338 ^ — -i63 = o, p vi, = 2, ec. 
Avremo perlarito 1 


ec = 8 

oc’ — 1 

3 = 49 

fi’ = 6 

7 = 57 

« 

7 = 7 

8 = 1Ò6 

8’= i3 

e — i63 

t 1 = 20 

z, = 595 

2 ' = 7 3 

$ -^z. 2543 

y — 3 1 2 

è = 568 1 

6’ = 697 

ec. 

ec.. 


onde i valori convergenti verso la radice , di cui si (ral- 


la, saranno 

•et 8 40 ^7 106 iQ3 ògó a543 568 1 

1 9 6 ’ 7 ’ i 3 ’ 20 ’ 73 ’■ 3*2 * 697 5 or ‘ 
e convertendo l’ ultimo in decimali, si avrà 
8 , 1 5o64562. 

dividendo quest' ultimo per 3 si avrà la seconda radice 
positiva della proposta , cioè 

se = 2, 7168819. 

Sarebbe ora inutile un nuovo calcolo per la radice no 
gativa dell’ equazione medesima . sapendosi che per la 
mancanza del 2“ termine essa deve uguagliarsi alla som- 
ma delle due positive già calcolate. Ma siccome questo 
calcolo oltre all’esercizio pei ' principianti può servire di 
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prova ai dite precedenti, perciò ne esporremo brevemen- 
te il prospetto. 

Prima danneremo nella propósta x in — x , ed essa 
diventerà * , 

è 

ar 3 — 21 x — ■ 3 7 ss a , 

di cui l'unica radice positiva si manifesta fra 5 é 6 Colla 
•Sostituzione de' numeri naturali. Sarà perciò 


p = 5 , x — 5 -j - — ■ 

s * ’ r 

Ì 7 J 3 — 54 j*~ t 5 ==0,j7’=r:3, r =r3 + ~ 
^ 3 s 3 — I 203 a -^ 99---I7 =0, p*' = 2, 1=2 + ^- 
ma 3 -*-2g7tt a -^-3i8zz — «7$ z=o,p n ’ = 3 , iz = 3 + — 


. .» » r 

^ 0 3 z> 3 — 8971;* — 7021» — 111=0, pi* ss 1 , t>s= 1 ^ 


w 


1007tv 3 -f-397u> a — 121 210 — - 7 o 3 ss o, p v =si , w>ss 1 -f-~ 


5 at f 3 — 2583 ^ — 34 o 8 r — 1007=20 , p*‘ s=6, r — 6 -f- — - 

7 

19079 3 — ai 8 G 47 J — 6 ^g 50 — 5 ai = 0, p v, «== u , ec. t 


Quindi 


« ss 5 

&' — 1 

P = iG 

vo 

II 

? = 37 

? — 1 

8 sss 127 

8' ss 24 

£ SS l 64 

£’ = 3l 

£ =S 291 

«'s= 55 

> ss tgicf 

S'ss 36 « 

tì SS 2 l 3 ol 

8 1 = 4026 

ec. 

«C. 
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onde la frazione più convergente verso il vero sarà 
2 1 3 o i 

— ; -z- = 5 . 2 O 0858 o 

. ' > — 4 03 ® ■ J 

in quale sufficientemente s'^ accordo colla somma delle 
aluc radici positive già calcolate di sopra; e a’ accorde- 
rebbe di più » 'Se si fosse raccolto un maggior numero di 
trasformale nel calcolo si di questa che delle due radici 
precedenti. 

§. 117. Es. 3 .° Proponiamo ^>er esercizio l'equazione 
di 4.° g^do f 

òr* — i5:r 5 -f- ’fx -f- 3^ = o. 

Inequazione alle differenze si troverà essere 

7 0 — 1209. 5 -f- 5 a /fiy' 1 — loaioC^' 3 -j- 871 St’jj' 1 — • 

: 3500722 r rh iQ » 5 Gi =. 0. 

Quindi le radici dalla data sono tutte reali e disuguali „ 
e fra queste due positive e due negative. Il limite delle 
radici positive è il 3 . ma non manifestandosi queste colla 
sdsliluzione de’ numeri naturali , faremo passaggio alla 
trasformata n radici doppie ( §. 108 ), che sarà 
x' 1 — 60 x* -f- 5 G.t -p 592 = 0. 

Questa colia sostituzione suddetta palesa le due radici 
positive l’ una fra 4 e 5 , c l'altra fra 5 e 6. 

I-a prima di queste si trova = . . . • \ 

la seconda = 5 . 49^9 • • • j 

onde le radici positive della proposta sono 
x z=z 2 . 4G87 ... 

*• == 2 . 7494 . . . . ' 

I.e negative, dopoché saranno cangiale in positive, si tro- 
vano immediatamente colla serie de’ numeri naturali , l'ima 
fra 1 c 2, l’altra fra 3 e 4 ; ed eseguendo le opportune 
operazioni si ha pel loro valore prossimo 

x z=z — ( 1 5 4 3 ^7 <"• «*) ; sr x= ( 3 . 75000 . . . ) . 

* 
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Oltre questo metodo, che è fra tutti il più perfetto*, 
ve ne sono molti altri immaginati da Newton , da Eulero , 
da Simpson , ec. , oltre il più recente di lutti, quello di 
M. Sudari , il cui principal merito consiste nel trovare 
con un meccanismo semplicissimo di calcolo i limiti delle 
radici reali , ed a scoprire 1’ esistenza jlelle immaginarie. 
Ma noi aldii^mo già occupato per la teoria delle equa- 
zioni uno spazio forse troppo esteso in vista de’ contisi 
clic ci sono prescrini , onde -rimandiamo i nostri allievi 
alle opere originali de’ menzionali Scrittori , qualora, 

massaro tuia più ampia istruzione, . 

• 

CAPO XI. 

.... "ì 

De’ problemi indeterminati di secondò gi'ado. 

* » — ' 

§. 118. Dovendo noi supporre i nostri lettori istruiti 
de’ melodi , con cui si risolvono le equazioni indetermi- 
nate di primo grado , non parleremo che di quelle d,él 
secondo grado , limitandoci a quello elio- contengono due 
sole incognite, per le quali soltanto si pyssono dare d'dle 
regolo generali. 

Prop. Risolvere in numeri razionali l’equazione generale 
y* -+- axy bx 3 -f- cy + dx -f- e = o. 

Se questa si risolve per rapporto ad y coHc note lodinole , 
si avrà 

jy -f- ax -f- c = >/[("■* — ■\b'yx y -p 2 Qac idytx -f- 

— 4 e]. 

Pongasi la quantità radicalo =f. c nel tempo ut e desi avo 
si faccia 

a 3 — 4 b = A 

a c — 2 d = ir 

» kJ 

c * — \e = // . - v - ‘ 
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o si avrà 


i" + o=!f 
*.<Lc 2 -p 2 gx -+- il =r £ 3 . 

Moltiplichiamo quest' ultima per A , e risolvendo di mia* 
*0 1’ equazione 

A 2 x 2 -f- 3 gAx -p A(h — £ 3 )=o 

avremo 

Ax -j-*g-= \/(^ a — Ah -p At 2 ),. 

q facendo 

A? + £ = 3 , g 2 — Ah =zz B , 

a quadrando ciascun membro, avremo finalmente l’ equa- 
zione 

s 2 = Ai 1 -p 

La quistione è dunque ridotta a risolvere in numeri 
razionali quest’ ultima. Difatti trovati i valori di t e di s 
si avranno quelli di x q di j per mezzo de’ valori 



Se poi oltre all’ essere x ed j razionali si volesse eh© 
fossero intieri , bisognerebbe che quelli di ( e di z fosser 
tali , che sostituiti pe’ valpri di x e di j li rendesscrq 
intieri. 

Ciò premesso 1’ equazione 

s 3 = A? + B 

è risolubile in numeri razionali pe’ seguenti casi ; 
i.° se A sia un quadrato $ 

2 ? se B sia un quadrato ; 

3.° se At 2 -f- B sia un prodotto della forma 
(at b et d} j 

4? se At 2 -p B sia della forma p 2 -p e p , q , r siano 
ciascuna della forma at -p b. 

Caso i.° Fatto Az^ia 2 l'equazione a risolversi sarà 
z 2 xl a, 2 1 2 - p B. 

Pongasi <z 2 t 2 -j- B = ( at -p m) 2 
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v -sarà , sopprimendo di qua e di là il tarmine a ,J V* s 

B — a m 
f a am 

• i r 

Prendasi ora per m qualunque numero razionale , positi- 
vo, negativo, intiero, o rotto, e trovalo per di lui mez- 
zo il valore di t , questo darà per 3 un valor razionale. 
Questo è evidente per essere 3 = at -)- m , dove il se- 
condo membro è tutto razionalo. 

Caso 2" Posto B = b ' 1 , l’equazione da sciogliersi sarà 
3 2 = Jt u -f- & 2 . 

Posto il 2° membro = ( mt -f- b ) 2 , fatto lo sviluppo e 
le riduzioni , avremo , , 


2 mb 



Messo questo valore nell’ equazione , si avrà 
zzzz.y/iAC -j- b À ) — mt-i-b 
«ioè 3 tutto espresso razionalmente. 

Caso 3" L’ equazione sarà 

s 2 = ( at -+- b ) (cf + . 

Facciasi qui pure il a.° membro = ii^at 4- i) 2 , e tolti 
i fattori comuni da ambidue i membri , rimarrà 
ct-\- d — m( at- f- b) , 

da cui abbiamo 

lift > — d 

t i— ! ; * 

c — ma 

Questo valore renderà razionale la forinola proposta, qusfc 
lunque sia il valore di in 2 , purché sia razionale. 

Caso 4-° La forma dell’ equazione essendo 

s 2 = (a + bt) x -f- (c ■+• dt)(e -+-/O 3 
hi cui i coefficienti a , b , c, ec. sono dii ferenti da queHi 
dell’ equazione generale, si ponga il 2. u membro 
= [a -f- J;)]' 2 , 

e togliendo d» ambe le parti ij quadralo comune 
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« dividehdò per o-j-t/f, rimarra 
e ='a m(zz -j- fo) + m’ ( c -+- <fc) ? 
d’ onde si ricava 

e — a ma t — m’ c 
‘ ’ ? " r ' 2 -+- m a d — f ' 

valore che sostituito nell’ equazione precedente sommini-i 
strerà per z de’ valori tutti razionali. 

§. 1 19. Osserv. Se in virtù de’ casi esposti , ovvero 
per azzardo si conoscerà un qualche valore, di t , che sod- 
disfaccia razionalmente all’ equazione 
s a = Jt a 4- B , 

se ne potranno per mezzo di esso conoscere altri infiniti. 
Sia difatti p questo valore , e q il corrispondente di 3, 
sicché 1’ equazione diventi 

<7 2 = Ap* -j- B. 

Sottratta questa dalla precedente si avrà 
* a — q*t= 3 A(t*— p a ), 

ovvero 

z a — q a -f - A(t a — p a ). 

Questa nuova forma è evidentemente compresa nel 4* 
caso; onde ponendo 

q* + —p'ì^lq + mit-p}]' 

si ricaverà 

( A -f- m a ) p — 2 nuf 
* m 2 — A 

§. 130. Es. 1? Trovar de’ numeri tali che sottraendo 
il 3 dal doppio del loro quadrato , il residuo sia un 
pnovo quadrato. 

Se t è uno di tali numeri , dovrà sussistere l’ equazione 
s a = 3f a — a, 

la quale messa sotto la forma 

3 2 = 2 (f-f- 1 )(<*— O 

appaiti ene al 3.° caso. Ponendo portanto t 
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indi dividendo per t j si troverà 

to' -f- a 

£ = — . - 

TO — 2 

Se ora daremo ad m dei valori positivi o negativi 3 
oome 


m : 


o , ± i 5 ± 3 j ±3,±4 , e«, 


avremo 


11 9 


ee. 


, iG , i 6 , irK „ . , ee. 


? — i, 3 3 3, 7’ 7 

*44 ^4 
49 5 49' 

e dando dei valori frazionar) ad m si avrebbero altri in- 
finiti valori di £ e di z. 

Es. 2 ° Quali sono i numeri , il cui doppio quadralo 
ecceda di una sola unità un altro quadrato? 

Sia £ uno de’ numeri cercati , e z a un quadrato : dovrà 
essere 

a£ a = z a -j- i 

ovvero 


S’ = 3f’ 1 . 

Quest’ equazione nello stato , in cui si trova , non si ri- 
ferisce a nessuno de’ quattro casi precedenti 3 ma si rife- 
rirà al 4 .° , se si porrà sotto la forma 

Pertanto ponendo il 2 “ membro =:[£-|-m(£ + 03% 
dopo le dovute riduzioni si troverà 

TO a -f- 1 

x — 2 to — ni 1 ' 

Quindi ai valori positivi di 

TO = O , I , a , 3 , 4 , CC; 
cbrrispondono i seguente 

* ** 
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5 


*7 


f _ 

I , — 

7 / 

3.3 5 

ec. 



1 

I 

49 

ec. 

i 9 - b=: 

1 5 

& 

5’ 

539’ 

Prendendo 

poi 





m — 

— * » 


3 , 

- 4, 

ec. 

Si avrebbe 






t — 

* r 

5 , - 

5, 

11 

~~~ r ! 

ec. 

E’“ 

I * 

. 49 , 

49 » 

530 

ec. 


Xoi qui non abitiamo esposto die i principj , che ser- 
vono alla risoluzione delle quistiopi còsi dette di J)io- 
fanto , ed abbiamo in conseguenza indicato gli artifizj più 
ovvj jicr render razionale una forinola irrazionale di se- 
condq grado , artifizj che sono di grand’ uso nel Calcolo 
integrale. Chi bramasse conoscere la risoluzione generale 
dell’equazione s a =zy/t° -fr B , la potrà leggere negli. Alti 
di Berlino per l’anno 1767, nelle Aggiunte al 3 " Tomo 
dell’ Algebra di Eulero falle da La grange , ed in diversi 
Trattati di Algebra si italiani che esteri. 

CAPO XII. 

Veli estrazione delle radici dai binomj irrazionali. 

§. 121. Accade non di rado di dovere estrarre da uh 
binomio irrazionale , come a -f- y /b . la radice quadrata o 
cubica , 0 di altro qualsivoglia grado : ciò ha luogo par- 
ticolarmente nella soluzione delle equazioni derivative del 
2.° grado. Con tutto che queste radici , generalmente par- 
lati do , siano doppiamente irrazionali, v’hanno però molli 
casi , ne’ quali esse si possono effettivamente estrarre . ed 
ecco un saggio del metodo da adoprarsi. 
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Prima di tutto o*servertmo che elevandp uh 
della forma 


* 4 ; 

binomio 


*+ >Jr 

fdla potenza W , e rappresentando con oc , y due quan- 
tità di loro natura razionali , sia che m sia pari , ovvero 
dispari, si arriva sempre ad un polinomio della forma 

p + Q V> » ■ 

in cui P e Q sono quantità razionali dipendenti da#, y , 
e da m. 

In 2° luogo se si innalzerà il binomio 
\/x + \Jy 

ad una potestà pari , i termini dello sviluppo saranno di 
nuovo della forma 

p + Q Vjj 

ma se la potestà sarà di esponente dispari , i termini della 
potenza di questo binomio saranno tutti irrazionali, e prr- 
eiù non riducibili alla forma precedente. 

Inolu-e il binomio oc -J- \J y , ovvero \/oc -f- \J y potrebbe 


avere un fattore irrazionale che sparisce colla forma- 
zione della potenza m , ed allora sarebbe. 


m m 1 

[(* + » ovvero \/x >//) vq 


cioè della forma precedente. 

§. 122. Prop. Dalla forinola a +\fb, in cui a e b pos- 
sono esser quantità si positive che negative, estrarre la 
radice di grado m. 

Pongasi 


V'O + V'M = C x + VyWk 

e fatta la potenza m di ciascun membro, avrei»* 


i 


* 
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at\/6 = i — x n —'j -+- 

{■ 

Uguagliando fra loro separatamente le quantità razionali 
ed irrazionali , e non ritenendo che le prime , di cui ab- 
biam bisogno, avremo l’equazione 

m( m — i ) 

(A) a — A x- + x— >7 -+■ 

Ma se si pone 

m « 

V(« -t- V&) 

dee ancora essere 


m(m — i ) 


] 


nt(i» — i)(/n— a) -i 

' -t- /(| mx n —' •+ jtT- x '"~ 3 X + • • • • Jv y • 


•] 


O -+- V/)V* 


V( a — y/b} = (x — V/)V*? 

giacché fatta la podestà m della seconda, si ricaverebbero 
le medesime equazioni ottenute colla prima. Ora moltipli- 
cando fra loro queste due, si ha 


V 0 * a — b ) 


C ^ 3 — /)V* 3 , 


e perciò 




VT* — è 


= ** — y- 


Il 2 ? membro di quest’ ultima essendo tutto razionale , 
bisogna che lo sia anche il primo , onde è necessario 

a 1 — b 

che — — sia una potenza E siccome non vi ha 

d’ arbitrario che la quantità k , bisognerà dare a questa 
un valore idoneo a soddisfare a questa condizione. Qualora 
non se ne presenti altro più semplice , si potrà sempre 
dare a k un valor tale , che sia 

k> — (a'—b) ±m + l 
a ’ — ■ b 

e posto t poi — — ss c m , avremo x a — j =: e. 
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Sostituiti questi valori di A e di f nell' equazione (//) 
essa diventerà 

C m( m — r ) 

d - x n, —> ( x a — c) 4 - 

77 i(m«— i ) (ni— 2 ) (ro— - 3) ' 1 — . 

a . 3 4 7 ;r ' 7 '~ 4 O* — c) a -f- ec. J. 

Se da quest’ equazione si avranno dei valori razionali 
di x , la radice, di cui si tratta, sarà possibile, e sarà 
della forma 

( x + \/j W^. 

Se questa non Conterrà che potenze pari di x t in modo 
che posta z — x* , la trasformata in z abbia di nuovo 
delle radici razionali, l’ estrazione della radice cercata 
sarà di nuovo possibile , ina questa sarà della forma 

Qualche volta però può adcadei '0 che la radice torni 
della forma precedente: basta per ciò clic y ossia :r a — - e 
sia un quadrato , «ventre allora \J y sarà razionale. 

Sè nè x nè x* avranno valori razionali , l'estrazione 
della proposta radice sarà impossibile , almeno sotto la 
forma binomiale . che noi abbiamo considerato. 

Es. 1 ? Si debba esitar la radice quadrata dal binomio 
immaginano . ■ • 

, 1 -+* 4 V — 3 . 

Fallo il paragone della forinola v^C* ~\~4V — 3) con la 

m «*• *’ • 

generica \/(« -f- \/ò) si ha in — 2 , a=i , b = — 4 ^ 5 

a a — b =r 49 5 onde prendendo A' = l sarà 
| /■ rt a — t 

V — /- -- — c = 7 „ j = .T a — 7. 

Posti questi valori nell’ equazione (B) si lia 
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1 = JC '■* -f- X a 7 


ovvero 


= 4 j 


da cui si hanno i valori razionali a? = 2 , a? = — - -a. 
Prendendo il primo , sarà y = — 3 , e la radice doman- 
data del binomio sarà 2 -f- y/ — - 3 ; e prendendo il secon- 
do, sarà ancora y~ — 3 , e la radice sarà — a — 3 r 
che corrisponde al binomio I ■— 4 V — - 3 3 che va sem- 
pre congiunto al proposto. 

Es. 2? Cerchisi il valore di * ■ . i 


n\ 


39 


'9 


54 + I2^ 5 


) 


i3<) i8o5 

Essendo /7Z = 3 * « = -tt , 5 = — , sarà 

54 144 


_ f 9 3at 

3916 


a a — b = — 


68931 


4 i 


1 1664 ’ 


(a. 6. 94 


j y 


l/ a '~ b 

V k y — — 


4 * 


. Il denonrinatore di- 


t/( 3 . 6 . 9 yk* 
venta un cubo perfetto, se si pone k=zi j difatti egli 

prende la forma V(4-9) 3 3 l a cu * radice cubica è 4*9 

4* : 

ossia 36 . Sarà dunque c rs — . Ponéndo questi valori 

di a , di k y e di c nella equazione (Z?) , si ottiene 

^ === 2 -f- 3 rr (a? 3 + 3^ )] , 

e fatte le riduzioni , l’ equazione cubica 

43ax 3 -f- 369 x — 139 = o j 
la quale , trattata secondo che si è insegnato ai §§. 7 2 

« 73 , manifesta la radice razionale x = - j- , e perdi 

1 4* ^ 

y = “ -t- 3(5 = • Dunque sarà finalmente 
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Tf ~f~ tI ' /5 )= O + y/r'ì v^—Q + 1 


JEs. 3 ? Cerchisi 

4 

VC9 2 O — 200 y/21 ) 

m 

Il paragone colla formola generale \J(a -f- y/b) ci dà 
/n = 4 , 
a = 920 
a a = 8404o» 
b = 840000 
<* a — b = 64oo •= 8«* 3 



Se si fa ^ = 5 , si troverà c = \/i 6 = \ , y — ìc 3 — 4. 
Posti questi valori in (B) si ha 

920 = 5 [x' -j- 6x“ (a:* — 4 ) 4 ~ (* 3 — 4 ) a ] i 
e fatte le riduzioni 


x ' 1 — 4 ^ " a 1 = o . 

Facendo x 3 =3 , si ha la trasformata 


; 


J} 3 43 — 2! =0 j 

ehe ammette due radici razionali 7 e — * 3 . Dal prime 
valore si ottiene x = } ^ = 3 s onde la radice ri- 

4 

chiesta avrà la forma ( \/x -(- y/y ) ^ e sarà = 


( \/3 db \/7 1 e per la formola proposta sì prenderà il 

segno inferiore. Volendo adoprare il valore di x = y/— - 3 , 
si avrebbe la stessa radice espressa sotto la forma imma- 
ginaria 

4 4 

(V — S-j-y' — 7 W$) ovvero (\/ 3 -f- \/7 ) V 5 V — *• 
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Es. 4: Sia finalmente proposto di trovare il valore dì 
V^C 1 4 "4- 8 >73 )-• 


Avremo 

m = 4 
a = »4 
rt 2 = 196 
& = 193 
a " 1 — b =■ 4 



(facendo k 



onde dall’ equazione (B) , si avrà 

l4 = ì[x -f-6x 2 (x a — 2 ) -{-(x*— •*)*]» 
che si riduce a 

cc f — 2 a?’ — 3=o, 
e fatta x a = z , 

J 1 — 32 3=0, 

dove Vi sono due radici razionali 3 , — 1 , onde sarà 
oc — y/3 , ovvero ar=\/ — I. 

Col primo valore sarà y — I», e la radice domandata = 

( y/3 1 )v/à* 

Col secando valore sarà y = •— 3 , e perciò la radice 
richiesta = 

Cv/ — , -h >/ — 3 Wh v/— *' 
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CAPO XIII. 

Proprietà delle funzioni algcbraicfie. 

§. ia 3 . Olire le nozioni su le funzioni in genere, che 
abbiamo premesso nel principio di quest’ opera, vi sono 
delle proprietà più intime , le q urlìi debbono esser cono- 
sciute , e che dipendono ili gran parte dalla natura delle 
equazioni. Le quantità indeterminate , che caratterizzano 
Ima funzione , e che si chiamano anche variabili , pos- 
sono entrare in qualunque numero nella funzione mede- 
sima. Sotto quésto rapporto le funzioni prendono il no- 
me di funzione di una , di due , di tre variabili , ed. , ed 
a queste competono le stesse divisioni accennate al §. 3 
per le funzioni in genere. 

§. 1 24. Prop. Una funzione intiera é razionale di una 
sola variabile x si può sempre rappresentare col prodotto 
di tanti fattori lineari della forma p -f- qx quante sono 1 ® 
unità nel massimo esponente della stessa x. 

Sia Ax m 4 - Bx m ~ ' -f- Cx " 1 —’ 1 .... 4- 2 7 la funzione 
proposta. Quesla si divida per A e si ponga =ro. Dell’e- 
quazione , che ne nasce , siano a , b , c „ d , . . . le ree-' 
dici, e ne verrà l’ identità 

B C T 

x m 4- -j x"‘~ l 4- x 4 - -j = 

( x — «)(x — & ) ( x — c ) ( x — d~) . . . . ,, 
e moltiplicando di nuovo per A , si avrà 

Ax’>‘ 4- Bx il ~ » 4- Cx"—i . . .'. 4- T = 

A(x — a ) ( x — b ) ( x ■ — c ) ( x — » <7 ) . . . . . 

Quest’ uguaglianza sussiste evidentemente , ancorché il pri- 
mo membro cessi di essere =. o , cioè non sia un’ equa** 
zione ma solamente una funzione. Dunque e e- 
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Si può dare un’altra forma al precedente prodotto con 
cangiar di segno tutti i fattori , con che esso diventerà 
— x)(ò — x)( c — x)(d — x) . . . . 
dove vale il segno superiore nel caso di m pari , e l’ in 
ferirne nel caso di in dispari. Osservando poi che nell’ c- 
B T 

«inazione x m -f- ~j x ni ~ * . . = o si ha ~j =s ± abcd. , 

■ T 

e quindi A === -f- —j— j , sarà ancora 

Ax n ‘ -(- Bx m ~ ' -j- Cx"‘—* .... -j- T m 
T(a — x) ( b — x) (c — x) (d — x) 

a b c d~ • • • • 



Se fra le radici a , b . e , d . . . ve ne saranno di imma- 
ginarie , siccome due conjugale qualunque somministrano 
il faltor reale di secondo grado x 1 -j- fx -f- g ( §. 69 ) . 
quindi anche la funzione proposta risulterà dal prodotto 
di fattori reali di primo o di secondo grado. 

§• 12Ò. I ra le funzioni a piu variabili si distinguono 
specialmente le omogenee dalle eterogenee. In quelle le 
variabili hanno in ciascun termine un medesimo numero 
di dimensioni non avuto riguardo ai coefficienti costanti 
die vi sono compresi 3 non cosi in queste. Perciò le furt 
/ioni seguenti 

2 abxz — , v'I bx' — 2 xzu -f- cxz a — ] , 


I / /~(IX 5 bx"z 3 -f- c' J xz 

V X a — /V J “ 


sono tutte omogenee ; dove si dee por mente clie nelle 
funzioni razionali e fratte il numero delle dimensioni si 
desume dal numero delle dimensioni del numeratore di- 


minuito eh quello delle dimensioni del denominatore j 
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ma nelle irrazionali si deve inoltre dividere il numero 
delle dimensioni dei termini sotto' del radicale per 1’ espo- 
nente di questo. Cosi nell’ ultima delle formole precedenti 
il numero delle dimensioni , ossia! il grado della funzio- 
ne : se. non ci fosse il radicai cubico , sarebbe 5 — % 
. 3 

ossia 3 , ma considerato il radicale * sarà Cosi di- 

casi delle altre. 

§• 126. Prop. Le funzioni intiere ed omogenee à due 
variabili x,y ammettono sempre tanti fattori lineari della 
forma py -f qx quante sono le loro dimensioni. 

Tutte lè funzioni intiere razionali ed omogenee a due 
Variabili sono contenute nella forniòla generale 

Ax m -f- BjX m ~ 1 -f- Cy 2 X m ~ 2 -f- Dp 3 X m — 3 r JPyni t 

Si ponga x—yu, ed essa si cangerà in 

y m (Au m -(- Bu "'— 1 -f- Cu "*—' 1 . .. . q- T). 

Ora il fattore fra le parentesi, essendo ridotto alla sola 
variabile u, ammette (§. 123 ) in fattori lineari della fon- 
ma p qu. Di più il fattore y m si smembra in m fattori 
uguali / ,/,/, ec. Se dunque si moltiplicherà ciascun 
fattore p -f- qu per y e si rimetterà x invece di yu , avre- 
mo la funzione proposta rappresentata da m fattori tutti 
della forma py q- qx , come si è asserito. 

§• 127. Se la funzione tuttoché omogenea contenesse 
più di due variabili, non si può j generalmente parlando, 
applicarle la stessa proprietà ; come se essa contenesse le 
tre variabili x , y ,• » , non si potrebbe asserire eh’ essa 
contenesse i fattori della forma py q- qx -f ri. Ciò no» 
ostante in alcuni casi particolari si possono determinare i 
fattori di questa forma. Eccone un esempio: 

Sia la funzione omogenea a tre variabili 
ay ' 1 q- bx'* q- cu '* q- ey x a r 3 q- fy a ap a gx x u a j 
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}Vr vedere se questa animella de’ fatlori semplici della 
forma py -p qx ru , pongasi py + qx+-ni — o, onde 

traggasi y~ — x — — e sos, ' lncn ^° ne ^ a proposta 

funzione questo valore, invece di y , indi moltiplicando 
tutti i termini per p !> , ed uguagliando tutto a zero sì 
avrà 

(aq* -f- bp> + ep‘ x q'-')x* -f- (4 rt ^ 3r + 3 ep 2 qr)x*u 4- 
(Ga^r’ 4- ep 9 r* + f/t'q* 4 * g p'ìx'u* -p (iaqr* + 
a fp^qr'yxifi 4" ( ftr' 4- cp l -f- fp*r’ 1 ')u‘* — o. 

Siccome i coefficienti a , b , c ec. , p , 7 , r debbono 
essere indipendenti da x , y , u , cosi quest equazione 
non può aver luogo a mono clic non si distruggano fra 
loro tulli i coefficienti di jc ì , di oc a , ec. , onde si avran- 
no le seguenti equazioni 

nq '• + + rp 2 ^* = 0 

l\aq z r 4* 2 r.p^qr = o 

Caq-r 7 -f <y? 2 r 3 4- fp^q 1 4 - gp* “ o 

4 «<7r 3 4- 2 fp 7 qr r= o 

< 77 ’t -(- cp 3 -p /pV 2 = o. 

Queste cinque equazioni serviranno a determinare cin- 
que delle sei quantità a , /; , c , e , f . g , delle quali 
una rimarrà indeterminata, e questa sia la prima a. Avre- 
mo periamo 

^ aq 4 (7/^ 2 0/) 5 <7 3 ^ 2fl/7 a r a ' 

pi ; c ' pi 5 ^ pi 






2 < 7 ( 7 2 /- 3 


onde la funzione proposta si trasformerà in 
a / 

^ pipi 4- 77 '‘x' 1 -p r'* /z 1 — 2 p^q'y^x 7 — 2p’ 1 r’ 1 y ! u 1 — v 

2<7 2 7’’x 2 tt 2 


Digitized by Google 



i5 7 

e questa avrà quattro divisori della forma py -f- qx -f- ni. 
Per trovarli facciamo astrazione dal fatlor costante fuori 
della parentesi , e poniamo per brevità 

= h , q l x' A — k , r À u* == / , 
e la funzione precedente uguagliata a zero diventerà 
h 3 -f- k A / a — a hk — 2ÌtL — ukl — o. 

Risolvendo quest’equazione relativamente ad una delle tra 
indeterminate h , k , / , per es. ad A avremo 

A = A -J- /it VCC^ — 2///)] 


ovvero 

A=A+/d=v[(^+o a - Ut-iy] ’ 

o ancora 

h — k — / = ± v/4 H ; 

quindi si avranno immediatamente due fattori lineari della 
precedente equazione; cioè 

.h — h — l — y /4 kl , A — A — l -f - \/4 A / , 
o restituendo i valori in ar , jr , u , si avranno i due fat- 
tori di secondo grado 

p'y* — q u x A — r*u À — iqrxu = p' 2 y À — (qx + tu') 3 
/r a y a — yV a — r a u 2 -+- zqrxu = — ( <yx — r« ) a , 

e questi ultimi decomposti ne’ loro fattori lineari danno 
finalmente la funzione proposta equivalente alla seguente 

~(j>y +qx+ru^(py-qx~ru)Q>y +qx-ru)(py-qx-\rm) . 
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CAPO XIV- 

i 

> Frazioni continue . 


§. 128. Sia x una quantità qualunque che non possa 
esprimersi in numeri intieri, e sia « una quantità intiera , 
trovata per qualunque siasi strada , che differisca da x 

1 


jneno dell’ unità , e sia x ’ = 


V- 


è chiaro che si avrà 


Sia di nuovo a.' un intiero che differisca da x ’ meno 

1 

dell’ unità , e chiamando similmente x” la quantità —, , 

sarà del pari x'—ec -f- — . Sostituendo pertanto questo 
valore di x’ in quello di x si ha 




Sia ancora a." T intiero più prossimo ad se", e sarà di 
nuovo 




a -f- 


ec. 




Questa sorta d' espressioni , in cui ciascun denominatore 
è composto d’ un intiero e d’ una frazione , si chiamano 
frazioni continue. Una frazione continua sarà finita o in- 
finita nel progresso de’ suoi termini secondo che x sarà 
una quantità razionale o irrazionale. Le quantità « , a’, 
a", ec. possono essere si positive che negative, ma noi 
non avreinp occasione di considerarle se non se positive; 
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queste però , come si vede , servono a sciogliere in fra- 
zione continua una quantità qualunque x. 

M 

Sia per es. x — -y , cioè si debita sciogliere in fra- 
zione continua una frazione ordinaria : ciò si otterrà coll' o- 
porazione medesima che insegna 1’ aritmetica per la ricerca 
del massimo comun divisore , ed i quozienti successivi cor- 
risponderanno in questo caso alle quantità *. a,’, a.", ec. 

a3 

Prendasi la frazione spuria , e dividendo a3per5j 


indi ciascun resto pel divisor precedente 
/.ione proposta 


a3 

T — 4 + 


1 + T + 


Se invece si volesse sviluppare 


?.3 


si avrà la fra- 


si 


troverebbe 



4 


i 


c 

I 

I 

a 


« + 


,Nel primo caso sarebbe x~/\ , i , a' 1 — i , a ,;, =r a , 
e nel secondo « = o, , a"'z=>i f x' r = 2 . 

Le quantità «. a r , a", cc. possono perciò chiamarsi 
quozienti successivi .. c le quantità x' , x v . x"\ ec. su- 
periormente adoperate . con cui termina una frazioni con- 
tinua, e che restano ancora a svilupparsi , quozienti com- 
pleti 5 in questi sono contenuti tutti i quozienti ulteriori, 
qualora si seguitasse lo sviluppo della frazione. 

Se x sarà il valore di una frazione continua sviluppala 
fino al quoziente ad n) inclusi vamente, ed in questa invece 
di a ,n) si sostituisca il quoziente completo corrispondente 
x ,n \ il risultato sarà il \ulor esatto eli x . e sarà sempre 


a tutto rigore 

«c> 
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x — ,5 x—x+ , _L; 

x 


cc—a + -~, , _L 


a 4- 


«" -f- 


i » 
" n » 


ec. 

Quindi si vede che per mezzo di ciascun quoziente com-* 
pleto si può sempre riprodurre il valore intiero ed esalto 
della quantità sviluppata , qualunque sia il numero de’ 
passi pe’ quali ha progredito lo sviluppo. 

§. i2q. Pmp. Ridurre in frazione ordinaria una frazio- 
ne continua. 

Ciò si ottiene osservando la legge clip sieguono i ri- 
sultali che si ottengono prendendo successivamente un 
termine , due termini , tre termini ec. della frazione pro- 
posta. Sia la frazione proposta 


« + ~i , _L_ 

« + *" + 


-f- 


-f- cc. 


Interrompendo questa dopo un denominatore , indi dopo 
due , poi dopo tre , ec. , ed incominciando dal termine x 
di forma tutta intiera si avranno i valori 


«= T i * + -, 


ait f ; 




i t (aa r -f- i )«"■+• <* 

a d ~i , 

«' -t- ,, a a. t}- i 


+ ~zr< 


a + T 77 ' 


(aa* a" -f- a" -j- x)x v ’ + aa’ 4 - 1 


ec. 
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<!ra facend* 


•7 


P = '« 


1 ~ t 

\ •*. .. ;» 

p' = p«’ 

+ l 

17’ = 9 *’ 

•* • 1 

p” = p'«" 

+ P 

9" =9'*" 

■ f •* 

+ f 

p"’ ES p , '^. ,^, 


9"' = 9'V" 


p,y 

+ P" 

9 ,Y = 9 '"* 1 » + 9" 

* 






• .1 Olii» V 3 , . 



p(a) -r- p(nr-i) a (n) 4. t) | ^(o) -j- ^fn— ■) *(i,) _J_ ^(«— ») 

L le precedenti trazioni sì potranno rappresentare con i 
P P^ P" P"' p< n > 


o 1; 


9 » 9'’ 9" 3 9 *" 3 


j«0 ec - j 


ed è da rimarcarsi che essendo « , * Ci tutti nu- 

meri intieri e positivi , si avrà » : . 

P < p' < p" < p m < ec. , 
e similmente ■ ” 

q<q’<q"<q"’<e c. ■ .» d 

La legge poi di queste frazioni è costante, Avvegnaché 

v , , . P” P<*"'+P' . 

se prendiamo per es. la frazione = ^ M/+ ; , è # 

1 " 1 ' ’• ’ V. 

chiaro che cangiando a"’ in ne dovrà nascere 

i' 

p" ' . p m x" ± p n ■ 1M " ! 

— , ossia ^,„ K , y • O fa ciò accade realmente , giao 

oh 

p'”» 1 * -+- p n , / In 

— j • similmente 9''(*’” + ^ ) + 7' =» 

1 1 '"a " 1 -f- q” » .. .. , 

-, onde dividendo l'uno per F altro questi 




:'l; 


valori , e sopprimendo il diviaor comune ai k* 

ir 
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,111 „<r 


+ P 


+ <7" - <? ,v 

p(*) 


— s— ■— . E ciò valendo per qualunque fra-. 


zione ' — si vede die una qualunque di questo ricade 

•' - i -~r. 


. 4- j t ‘<<i - 

nella seguente col porre *■»> a , n+ 77 

V 


invece di 

•\ 


<x^>. Dunque la legge è costante. 


j(') 




§. i 3 o. Prop, Se due frazioni contigue — ^+75 

riducono allo «tesso denominatore , indi si sottraggono 
la differenza fra i numeratori sarà «empire Uguale ali' uni 
tà positiva o negativa.^ \ 

„ ' p ,r > >«('■+’> 

Siano difatti le due frazioni contigue — r. — r-, , 

I • • V' ’ 9 l T 

sottraendo la prima dalla seconda si avrà 

p( r 4-‘) — ■ p r qi rJ t-'^ \ .> * ó ^ 


si 


e 


(O //CH-'t 


V 


Ora dico die il numeratore di questa frazione non è al’ 
tro che 1 unità positiva o negativa.. -Ini perciocché suppo- 
niamo *tfcM> jl quoziente corrispondente a p's+'ì , onde' 


sia 


i . i 


• • ■ ! . i 


'11' J o 


— p(r) A (r+i) _j_ p{r — i ) 

‘ + -J- q{r~') . 

Moltiplicando la prima rii questo tkt$ equazioni per ^C r > , 
« sottraendola dalla seconda moltiplicata pei- pW ài avrà 
dopo le riduzioni 

p('4-0 qir) i) y 

Ma quest' ultima collo stesso discorso si trasforma in 

e questa in altra sempre mancante di un nuovo accénto , 
ec. 3 dunque ripassando a formule di iudicc sempre mi- 
nore si arriverà finalmente a p’ q — p q K y e siccome que- 
sta *t»n è altre da« i ^ quindi sarà p”q’ — p'q""^, i j 
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e rimontando agli indici più alti si troveranno tutte le 
forinole successive uguali all’ unità , la quale sarà positi- 
va , se l’indice pili alto di p sarà dispari , e negativa se 
1 indice medesimo sarà pari. Perciò sarà per es. 
p v, q v — p v q vl — i / 

p v, “ (J l * =z -f- i. 

Quindi le differenze fra le frazioni ,> .> 


p p’ p" p'" 


q’./i'^ q ,, ' > q!\r/y •« »•> : i .•> i; i- 

sottraendo sempre la precedente dalla susseguente , saranno 


,i’in 


«c, 


i . 't 


99” ' 99' 

§. i3i. Prop. La differenza fra la quantità vera x , 

pl r > , -i: J; r.:t o'.uv » 

ed una frazione è tanto più pieci ola quanto mag- 

giore è 1" indice r , ossia quanto più la frazione medesi- 
ma è più rimota dal principio della serie 

p_ £ pi 

» — , « t* •% CCi *** • * 

9 9 9 

Siccome si ha a lutto rigore ( §. ia8 ) 

i px‘ -f- i p i 

-x — n 4- — ; , == i — - — — -j- — i ; 

x 1 5 qx q ' qx * 


+ 


9" 9"" 


ec. 


: ‘ + r + 

x‘ 


p'x”-fp 




q x -h q 

( effettuando la divisione ) 

P’ (p'9 — P9"> ’l £ _ « 

q' q'(q'x u 4- 

p"*"’ i- r' v 


q' qXq'x' -tq) * 

* — JL 


*'t Jxi” q"x"'+q> 


X'" 


5 'v 


r , 1 

v" + 9’M ,! * , "+9 , y ee ' 


.1 
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' Quindi si avrà < i* 

- ' P I !.. , . • ‘ v 

^ V <1* ■ -, 

p' - 

3£, ~ q’ ~~ ~~ q\q‘ oc" -jr q) • 

p” . > -J-i i-.r • 

X ~q 7 '~ q\q"x'" -f 

«c. 

\ 

Se ora si riflette che abbiamo ( §. càt. ) 

*' > «' *" > a" , ar"' > *"* ; «e.. 

Vedremo che sarà ancora 

> 9* » q’*'’ + q > q'a" + q > 7 ", 

f" 3 ;"' + 7' > 9"«"' -f- q' > 9'", ec. • 

ende mettendo ne’ denominatori di queste frazioni q' i*- 
vece di x\ q" invece q'x" -f- q , ««. , B « nassari 




i 




» *) 


Altronde abbiamo 

x' < x -y- 1 , x" < a" -f i , oc*' < -f- r , e*. • 

perciò dalla prima di queste ineguaglianze si ricava visi- 
bilmente x' < q' q. Moltiplicando poi i termini della 
seconda per q' , ed aggiungendo dall’ una « dall’ altra par- 
te la quantità q , si avrà \ * 

+ 7 < <7 V' + <?• + ? , 

•vver* 

q’x" ■+■ q < q" -f q‘. 

In simil guisa si troverà 

q"x"’ -f- q' < q"i -p qV . q’"^ _p q» < ^iv _p <7»»; ee . . 


Digitized by Google 



j.65 


onde ue Terrà 


x — — > 

<7 


Pi 

' 


> - 


qiq + q') 

i 

qW+Y~) 

i 


*“V > q'Xq”+q ,n ) 

p'" ^ i 

x q“‘ ^ q'Xq" 1 -f- q' v 5 

ec. 

Dunque le differenze fra il valor vero e ciascheduna delle 
frazioni sono successivamente minori ( astraendo da’ sca- 
gni ) delle quantità » 

i i i 

ec. j 


qq 


q'q n ’ q"q n " 


e successivamente maggiori delle quantità 
i i r 

• q(.q-\-q") ì q'iq'^rq")' q'Xq"-tq‘"y 

in cui essendo i numeratori costanti , ed i fattori dei der- 
nominatori tutti numeri intieri tanto maggiori quanto mag- 
giore è il numero de’ loro accenti, si vede che esse vanno 
sempre scemando a misura che la frazione sarà dotata di 
un maggior numero di accenti , o sia che sarà più rimota 
dalla prima. Questa proprietà rende utilissime le frazioni 
continue per rappresentare il valore di quelle quantità^ 
che non si possono esprimere razionalmente , ed ha fatto 
loro dare da alcuni scrittori il nome di frazioni conver* 
genti:'"' 

§. i3a. Prop: Fra due frazioni contigue della serie 

p_ vi pi ■ 

‘ ([” q"’ ec ' •- , 

-pon può cadérne un altra , il cui denominatore sia piti 
q>ie«iele di quello delle frazioni medesime. 
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p v p v> 

Prendansi difetti due frazioni come sarebbe , , 

* 7 \ 7 

la cui differenza è —77777? , « supponiamo , se è possi- 
V 7 

m 

bile , che vi sia un’ altra frazione — intermedia a queste , 


ad in cui il denominatore sia tale che si abbia 
n <C ( ì" ) ovvero n < 


m 


Bisognerà che la differenza fra —r, ed — sia minore della 
differenza fra ^7, e —7;,, cioè dovrà sussistere la relazione 


mq — np 
nq r 


< 




(per essere p"’q" — p"q l,, '=z i ). 

Ora per essere il numerator della prima non mai minore 
di 1 , bisogna , perchè si verifichi la relazione , che sia 
7 iq" > q"q"\ cioè che sia n > q"’. Non può dunque 
essere n < q"’. Similmente prendendo la differenza fra 

p‘" 

il rotto supposto e la frazione ^777 dovrà sussistere la re- 
lazione 


np v, ~~-mq w ^ t v. 

W < 9V 7 ' 3 

e questa non potendo esser soddisfatta a meno che non 
sia n > q ", si vede essere impossibile che sia, cpme si 
era assunto , n q " . Dunque ec. 

§. 1 33. Esempio Secondo Làcciille l’anno solare e 
di 3658 5° r - 4$' 49% e P er conseguenza eccede l’anno 
comune , che è di 365* , di 5® r - 4&* 49 ”• tj 110 ® 10 ec_ 

cesso fosse esattamente di 6 ore produrrebbe un giorno 
intiero a capo di quattro anni comuni ; ma se si vuol sa- 
pere esattamente ogni qua ut’ anni comuni questo eccesso 
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può produrre un certo numero di giorni , bisogna cercar® 
il rapporto fra u 4 or * e 5 * r - 48' 49 " 5 e questo rapporto si 

trova == — — . di modo che si può dire che a capo 

209:29 1 ■ !.. * 

di 86400 anni comuni bisognerebbe intercalare 20929 

giorni per ridurli ad anni tropici. Ora siccome il rap* 

porto di 86400 a 20929 è espresso in numeri assai 

grandi , si cerca di esprimere questo stesso rapporto in 

numeri più piccioli di questi , ed approssimanti a loro 

quanto è possibile. 

864°° 

Si ridurrà pertanto la frazione — - in frazione con- 

%7 %y 

ti ima per mezzo dell’ operazione del massimo comun di- 
visore ( §. 138 ) , e si avrà 
20929 Ì 864 oo |4 ( = *) 

2684I20929I7 (=*') 
ai 4 i| 2684 |i 

543 {2 1 4 1 13 ( = A m ) 

5 i 2 ] 543 |i (=<*' v ) 

3i|5i2|i6 (:=«») 
i 6 | 3 i|l ( = a T, ) 
t 5 Ji 6 |i (=:a VH ) 

1 1 1 5 | 1 5 (=« Vl "). 
o 

Conoscendo così i quoti « , a’ s a", ec. si formerà facii- 


/ . p p p ' 

mente la serie delle frazioni convergenti ee. 

» ' *7 V 7 

per mezzo delle formole del §. 129, e saranno 


4 39 33 128 161 3704 3865 55(>9 86400 

1 3 7 5 8 * 3 i 5 3 g ’ 655 ’ 694 5 i 34 g 5 30939 


dove 1’ ultima frazione coincide colla proposta. 
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Ora si Tede bensì dalle frazioni qui trovate che l’ in- 
tercalazione più semplice è quella di un giorno ogni 
quatte anni comuni, come fu stabilito nel calendario giu- 
liano j ma che si approssimerebbe di più all’ esattezza 
coll’ intercalare 7 giorni ogni 39 anni,, ovvero otto giorni 
ogni 33 anni, e «osi di seguito/ , • . , . . . 

CAPO XV. 

' . , . . 

Del metodo de’ coefficienti indeterminati , 
e dello sviluppo in serie. 

Art. I. 

Coefficienti indeterminati . 

$. t 34 - Se una funzione di forma conosciuta di un in- 
determinata x è rappresentata da un polinomio ordinato 
secondo le potenze positive di x e di un numero finito 
di termini , essa sarà algebraica ed intiera , ma se il nu- 
mero de’ termini sarà infinito , allora quest’ infmilinomio 
prende il nome di serie , e la funzione da esso rappre- 
sentata sarà o frazionaria , o irrazionale , 0 trascendente. 

Se poi o nel trasformare la funzione proposta , o nel 
cercarne qualche proprietà si arriverà ad un equazione 
come sarebbe 

(^) a -(- bx -f- ex Q -f- dx 3 4- ec. = a. -p $x -f- yx* -f- Sx 3 + ec^ 
fra due pohnomj , o fra due infinitinomj , o fra un poli- 
nomio ed un infiniiinomio , in cui a , b , c , ec., « , 5 , 

7 , ec. sono quantità parte note e parte ignote , ma indi- 
pendenti da x, allora dovranno uguagliarsi nel tempo 
stesso tutti i coefficienti delle potestà corrispondenti di 
x, e perciò sussistere le equazioni simultanee 
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« — * i & = £ , « ~ j- , d = 8 , ee. 

Imperciocché posti tutti i termini in un sol membro, 
si avrebbe 

a + bx -f- ex 3 Jx 3 

r— « — /x — yx -1 — 8x a ec ' °* 

Ora questa equazione dovendo sussistere qualunque sìa 
il valore di x , non dee verificarsi in virtù di valori par- 
ticolari , che questa possa avere 5 ma bisogna che tutti 
i termini si distruggano da se , e perciò che sia 
a — « = Oj b — ^ = o , c — y=zo, ec. , 
equazioni che ricadono nelle precedenti. 

Si può confermare questa verità anche col seguente 
discorso. Suppongasi r = o, e l’ equazione (^f) si ridur- 
rà soltanto ad a = *. Si tolgano dunque da essa questi 
termini , e divisi gli altri per x , si avrà 

b ex - J- tir* -j- ec. = jJ -f- yx -J- 8x a -f- ec. 

Si faccia di nuovo in questa x = 0 j e si avrà b = fi. 
Cancellate pertanto queste quantità nell’ ultima equazio- 
ne , e divisi i termini restanti di nuovo per x , poi fatta 
x ~ 0 , si concluderà c — y, e «osi di seguito* 

Ora se le relazioni 

« = « , c == y j ec. 

sussistono nel supposto di x = o * dovranno similmente 
sussistere nel supposto die x abbia qualunque altro va- 
lore finito o infinito , altrimenti le costanti a , b , c , eci 
a ■> fi > 7 ? ec. cannerebbero di valore insieme colla x , 
eiò che ripugna. , 

Questo è il famoso principio de’ Coefficienti inde ter* 
minati , adoprato la prima volta da Cartesio nella risolu-< 
zione delle equazioni biquadratiche , uno de’ più preziosi 
deh’ Analisi , e di cui tacitamente noi ne abbiamo gii 
felt’ uso nelle cose precedenti , ■« molto più ne faremo 
Belle seguenti. 
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Art. II. 

* . • . . J . 

Sviluppo in strie delle funzioni algebrctiche. 

§. i35. Questo sviluppo consiste nel determinare 1* 
forma ed i coefficienti di una serie infinita, ordinata se- 
sondo le potenze crescenti o decrescenti della variabile 
contemplata nella funzione che si vuole sviluppare. In 
questa ricerca noi non faremo uso che di particolari ar- 
tifizj aderenti alla natura delle funzioni che ci proporre- 
mo , c basteremo all’Analisi sublime di presentare nel 
sol principio generale delle Funzioni analitiche il modo 
di convertire in serie qualunque funzione algchraiea o 
trascendente. 

Frop. Sviluppare la formola binomiale ( t -f- xY* in 
serie ordinata secondo le potenze ascendenti di x. 

Qui si suppone 1’ esponente m qualunque , giacché il 
caso di m intiero e positivo lo supponiamo già contem- 
plato nel Corso dell’ Algebra elementare. 

Fingasi perciò l’uguaglianza 

(X) ( i -f- ^«7 )"» = i -}- Ax •+- Bx 3 -}- Cx 3 -f- Dx 4 -f- • • • , 
in cui abbiaci posto l' unità nel primo termine del a.® 
membro, acciocché nel caso di xzxzo i due membri di- 
vengano identici , e dove non inchiudiamo veruna podestà 
frazionaria o negativa di x , perchè se ci fosse una podestà 

f 

eeme xf , siccome questa avrebbe ( com’ è noto dai 
86 e «egg. ) p valori , quindi anche il primo mem- 
bro avrebbe tanti valori quante sarebbero le combina- 
zioni de’ termini razionali coi Valori irrazionali. E se ci 
fosse qualche potenza negativa , siccome questa ajl’ annui*- 
ìnrsi della x acquieterebbe un valor infinito nel mentre 
che il prima membro si ridurrebbe alla sola unità , quindi 
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si avrebbe i = co , assurdo troppo manifesto ; dunque alla 
serie che nasce dallo sviluppo del binomio (i-f-x)'* 
non possono competere che termini della forma assunta. 
Non restano ormai a determinarsi che i coefficienti A , 
B , C , D , ec. 

Assumendo per véra l’equazione (X) dovrà, parimenti 

sussistere anche la ; 

' * • * 

(X) ( t -) -y') n = i -p Jjr -p Bj’ 1 -p Cy 3 -f Dy* -p ec. ; 

e sottraendo questa dalla prima , si avrà 
( i -p x)"‘ — (i -+- /)"* = .//(x — j)-p 2?(x* — j 3 ) -p 
C(x 3 — y 3 ) -p Z>(x* r — y* ) -p ec. 

Dividendo il 2 " membro per x — y , ed il primo per la 
quantità equivalente (i-J-x) — ( 1 -| - y} , si avrà 


( t -j- x)"‘ 
( 1 -p x) 


et -tjy 
O -hj) 



A + g(x 3 — jr a ) -p C(x 3 — rjf».) -p D(x* 

x — y 


-p ec. 


Ma per essere generalmente 


pm qm 

"p — q‘ ~ p ,n ~\ + q 4 - P m ~ i q 2 4- . . . j + q ,n ~' , 

effettuando la divisione indicata in ciascun membro , si 
avrà per quoto . . - 

(.1 -px)"‘-i -P ( i -px)"— a (i-pj) -P (1 -p x)'"“ 3 (i-p^) 3 

+ ••■••+(» t /)” 1 - 1 = 

+ i?(xq-j) -p C(x a -p at/ + / a ) -P /)( x 3 + X S JC 

"P + J 3 ) -pre- 
ponendo poi, com’ è in nostro arbitrio, x z=:y , quest’ex 
quazione diventerà- - ' ' « v : 1 

m(i -p x)'”- 1 = A -‘r'iBx 4-3 Cx' -p 4 Dx 3 -p ec. 
Moltiplicando ciascun membro per t-px, sarà 
nt(i-p x)'" = (i-p x)(A -p 2 Bx -p 3 CxP -P 4Dx 3 -P ec.) 
e rimettendo nel primo membro in luogo di ( 1 -px) w * 
il suo valore tolto dall’ equazione (X) e facendo il prò- 


1 
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dotto indicata nel seconda , si atra l’ uguaglianza 

m -+- mAx -j- mBx * •+■ mCx* -f- ec. =s 
A -f- ìBx -f- 3 Cx" 1 -f- 47^x3 -f- ec. 

-f- Ax -f- iBx* + ZCxi 4* •••••• 


Quindi paragonando i coefficienti omologi di ciascun mem- 
bro si avranno le seguenti equazioni determinatrici dei «oef- 
ficienti , cioè 

A — m 

iB = (m — t )A 
3 C — (m — 2)5 

• 40= (ro — 3)<? 

' % 

ec. 


ene danno 


5: 

C: 

£> 


m 

m( ni — r ) 

2 \ • 

m( m — i ) (m — 2) 

2 . 3 

m(m — 1 ) (m — a) (m — 3) 
2.3.4 


ec. ; 

onde la serie rappresentatrice della potenza bintmiale ’ 
(i-f-o:)' 7 * avrà i coefficienti delle potenze ascendenti di 
’x come si sono ora trovati , cioè sarà 


( t -f- x) m = 1 -f- mx -(- 

s 1 - - 

m( m — 1 ) m(m — 1 ) ( m — 2 ) ; 

- xS + cc., 

e questa serie non si romperà che nel caso di m intiere 
e positivo , com’ è noto anche dall 1 Àlgebra elementare. Si 

... b 

tede poi ehe ponendo a? = — , sarà 
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/ b (*+&)*" 

(i +3r)*=:^i +~ ) ss 


* 7 * 


a m 


1 / 

•nde se sostituiremo nell’ equazione trovala — invece di 


a 


x , e moltiplicheremo ciascun membro per a " 1 , avremo 

ra( ira — i ) 

d a + 6 )?" = a m + ma nt — 1 b q a™— 3 ò 3 + 


m(m — i) (m — a) 


a m ~~ 3 è 3 -f- ec. 


a.3 ' 

<ihe è la formola comune del binomio newtoniano. 

Questa dimostrazione dovuta a Laiulen , non suppor* 
nendo per m nessun valore o forma particolare, è affali* 
generale qualunque sia ira, cioè frazionario , irrazionale a 
o trascendente. Vedremo in seguito come si possa svi-X 
lupparc la stessa formola binomiale secondo le potenze 
ascendenti di ira. 

§. i36. Si può rappresentare un binomio di esponente, 
negativo per mezzo di una serie, che si rompa dopo al- 

°r 


cuni termini. Facciasi difatli b: 


« 


- , e sostimeli* 


do questo valore nell’ equazione precedente , si avrà 
/ ar a 3 ”* ~ y 

V a+fj («+.?•)"* a4 -J 

*1 I t * • * 


in (in — 1 ) 


a" 


r 


m( m — 1 ) ( m — a) 


2 (a 4 -j ) 3 a’. 3 a («4-jO 3 ” 1 " 

ce. ' 

« dividendo dall’ una, e dall’altra parte per si avrà 

m(m — 1 ) y % 


y 


C «+» 


; a~ n, ^\ 


1 n 


y 




a+y ' 2 (<*“tV) a 

, n. . m( m — i)(im — 2) y 3 \ 

2 • 3 (a-f-y) 3 e ft’; / 3 • 

serie la qual# visibilmente si rompe dopo alcuni termini. 
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Viceversa si può sviluppare un binomio di esponente 
positivo in una serie infinita : basta che nell ultima equa- 
zione si cangi — w in n , e si avrà 

/ y nCn -}- 1 ) .?"* , 

(a 1 + n fl+ j + v. 2 


n(n q- i ) 2 ) .7' 


+ CC ') J 


2.3 (a + J) ! 

serie ebe progredisce all' infinito. 

Quest' ultima si può applicare con vantaggio all estra- 

— , cd a i 


zione delle radici dai numeri. Si cangi n in ^ , 


m 


c, e si avra 


- / • 1 ? i .3 y* !■ 

jK ( ca -f -/) — c* -f- j 2 : 4 ( c3 -bj) a 

1.3.5 ,r 3 

2.4.5 (c a -+-j ) 3 


— 1 — cc. ^ . • 

Cangiando ti in , ed a in c 3 avremo similmente 


1 . 4 


« - I ^ 

(c 3 + j) -c(l + J C 3 + T .6 (c 3 -hj) 

I.4.7 


a + 


J 3 


-f” 6C 


b 


3 . 6.9 (c 3 -t -/) 3 
e per ugual ragione 

■ V / 1 .. r * : 5 7 a 

// (o* + J) — c C* + J +4.8 (c* -h J) ! 


"t“ 


-, 1 5.9 


.r 


1 


4.8.12 (et -+- j) 3 " +_ ec ' 

Chiunque può continuar queste formule , e farne delle 
applicazioni alle radici de’ numeri. 

§. 137. Pmp. Sviluppare in serie secondo le potenze 
ascendenti di x i due binomj irrazionali 

[ 1 + V( 1 — x * )J"a [ 1 — y(i — s?’)]*. 
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Giacché ciascuna di queste forinole rimane la medesi- 
ma al cangiarsi di x in — oc, si vede che dovranno 
mancare nello sviluppo le potestà impari di oc. Pongasi 
pertanto 

[ 1 •+■ \/C 1 — A ~Y /Ar 3 -+- Coe*- f- j 9x fl -f- Eoe 8 -f- ee!. 
A line di trovare i coefficienti A , B , C, ec. si osservi 
che se si cambia oc in \/(ax — ) , ossia a? 3 in ax — oc"* 

« quindi y/0 — ) in i — i, la precedente ecpiaziou* 
diventerà tutta razionale - bioè 

(a — oc') m = A /?( ax — x 3 ) -j- <?( ax s — x* ) 3 -}~ 

JJ( ax — x 3 ) 3 -f- E(xx — x 3 )' 1 -j- ec. * 

<* sviluppando le potente del secondo membro 

(a — x)"‘~A-jr afioc — /?x 3 — \ \Cx 3 -f- Cx * -f- , , , 

-f- 4Gx 3 8 Dx 3 — isDx* -j- . . . 

-f- 1 6 /ix 1 — 

Altronde sviluppando il primo membro colla forinola 
newtoniana si ha Ab . ■ 

mQm — t ) 

f a — x V" a"' — m . a"* — 1 x -+- — — • a"' — 3 a? 3 — 

v - - ~ , —a ■ . — 


m(m — i)(wt — a) 


>n» — 3 ^3 


- a . 3 

, », m( mi — i ) ( m — a ) ( m — 3.) 


a . 3 . 4 

onde paragonando i termini omologi , si avrà 


a m — 1 x 1 



A — a" 4 

xB = — in. a" 4 — « 


in ( m — i ) 

— B h- = — -a**- 3 


4C •+• SD — — 


m( m— i )(m — a) 


3'°~* i ? 


C — i aZ> -f- i6J£- = 
ec. ; 


a . 3 

m(m — i ) ( m — a) ( ni — 3) 
a . 3 
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• i 

e da queste 

A — a* 

/? — — m . 2 m— '* 

772 ( 772 3 ) 

^ 




_ 772 ( 771 — 4 )( 77l — 5) 

J) = rr o 2 m & 


E = 


2 . 3 

nt( 772 — 5 )( 7/2 — 6 )( 772 — 7 ) 


2.3.4 


a"*—» 


ec. , 

onde sarà 


[ x + y/( ! *’•)]" = 2 ”‘ m ■ 3m— * 37 + 


772 ( 772 3 ) 


ì m — 1 a? J 


772( 772 4 ) ( 5 ) 


a 2.3 

*72( 772 5)( 772 6 ) ( 772 7 ) 


2"1 6 jr.fi 


8 ^8 


ec. 


2.3.4 

Per trovare lo sviluppo del binomio [i— — 
si osservi che essendo 

[1 + \/(x — ar‘)] m [1 — \/(i— - = ar 3 "* , 

sarà 

[1 — y^i — x 3 )]™ = x am [ 1 -f- VC 1 — x 3 )]~ m , 
e quindi cangiando nella precedente m in — to , sarà 

[ 1 — y/( 1 — a? 3 )]™ = x‘ ìm ^ 2 ~~ m -f- 7722 m ~ 3 a; 3 -f- 


772(772 + 3) 


2 — m “ * X * 


772 ( 772 4- 4 ) ( m -f- 5 ) 


2 - 2.3 

»«( 772 + 5)( 772 -t-6)(772-f-7) 


k— . r n*— 6 -Y’ 5 


CC 6 -f* 


2.3.4 


2— -m— 8 j-8 fC. ^ 


'Facciamo adesso x = — , e quindi 

^(t— . jc 3 ) r= y V(P S — « ) * 

é sarà 


/ 
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< . 


[p + V(p'— 01 w 

ti+v'C *— ^)) n — 


[!_ v /(l~-X a )]'« = 


[p — VCp' 1 — 03" 


Togliendo poi il denominatore p m avremo 

(M) [p 4 - \/t p' — OJ™ = ( 2 P) m — -+* 

m( m — 3 ) „ „ m(m — 4 ) (m — 5) 

— — * (3/0 m ~ 4 ^—3 (3/0— * *+* 

m( m — • 5 )( w — 6 )(/n — 7 ) 

a ( 2 p)—8 __ ec . 

(A 7 ) [p — \/(p 2 — x)J"‘ = (a/;)—™ -+- TO(ap)— a ■+■ 

7 / 1 ( 7 » -+- 3ì m(/» -I- 4) ("* -+- 5) 

( 2 ( y _J_ - -3 (a/»)— • + 

m(OT-4- 5)(?n-f-6)(;n-H7) 

3 J . 4 ‘ 


( 2 / 7 )— "‘—8 -+- ec . 


Le formole (M) , (iV) ci saranno utili in seguito. 

§. i38. Prop. Sviluppare in serie il prodotto 
(i-f- fli)(i+-a 1 x)(i+ a 3 ar)( i + a'i) . * . (t-Ha 71 x). j 
Pongasi 

P — (i-j- ax )(i-4-« a o?)(i-|-a 3 x)....(i-+- a n x) -= 

I y/x 4- Bx 1 -+- Cx 3 -+- Z?X 1 -f- • - • • 4“ Tx“. 
Cangisi x in cix nell’ uno e nell’, altro membro , e si avrà 
il nuovo prodotto 

Q ~ (i-t- a 1 x)(i-t-a 3 x)(t-h a‘x) (i + tf'+'jc) = 

14 - Aax-hBa*x* -+- Ca 3 x 3 -{-Da^x^ 4 -ec. 

Ora si vede che se si dà al prodotto P il fattore 
i 4 -a'*-Hx, e al prodotto Q il fattore 1 -+» ax , dovrà 
essere 

i 2 (i-|-<f"+'x ) — Q(i 4 * ax). 

Se adesso in luogo di P e di (1 scriveremo le serie che 
li rappresentano , c faremo i prodotti indicati , avremo 
l’ equazione identica 


12 


Digitized by Google 



ì 


Y 


i 4- Ax 4- Bx* 4 - C.A -4- Dx 1 * 4 - 

4- a'‘+ ' x -f- Aa n + l x' u -f- lia“+ ‘ x 3 4 - Ca u + 1 * 1 4- . 

i •+■ Aax Ba^x* 4- CV* 3 * 3 4- Da 'x* 4 - 

4- ax 4- Aa x 3 4- Ba^x 3 4 -Ca'x* 4 - 

quindi dal paragone de’ coefficienti cinologi avremo i va 4 
lori seguenti 5 cioè 

a"+ 1 — a (a " — 1 ) 


A = 

li — A 


a — 1 

(<2"+' — a 1 ) 


a 


a 


a i 


a — i 

{a n — 1) (a"~ « i ) 


D 


C 


(a — i)(a"— i) 

k (a" — i)(a"— ' — i)(rtE"~* — t) 

a 3 — 1 a (a — i)(a a — i)(a 3 — -1) 

(rt'H-i — a 1 ) 


(a"+' — a ) 
€ = B — 


a ' — 1 

C a n — 0 (C^" - 1 


— 1 ) (a "- 1 — 1 ) (<*"“ 3 — 1 ) 


(a — i)(« a — i)(a 3 — 1 1) 


ec. 


onde la serie è determinata , e nella forma , e ne’ coeffi- 
cienti. Si vede poi die questa sarà finita o infinita nel nu- 
mero de’ termini secondo che n sarà finito o infinito. 

§. 139. Se nell’equazione ( P ) precedente si porrà 
a— t, il primo membro diventerà visibilmente (i~ 4 -x') n ; 
pia nel secondo i valori di A , B , C , ec. diventeranno 
o 

ciascuno = — valore insignificante ed indeterminato. Per 
o 0 

evitare questo scoglio osserveremo in generale che una 
formola come sarebbe 


y ìl — 1 


potendosi trasformare colla divisione sott’ e sopra per 
p — - 1 nell’ equivalente 




1*— a 


4—3 


,h—i 


1 fi—— 3 


4 - p 


/,— 3 


• 4 - t 
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• «4 

facendo p = i, si riduce a quindi i coefficienti dì 


sopra diventeranno rispettivamente 

A =zr. n 





C = £ 


(n— a) 


n(n — i )(rc 
a . 3 


a) 


(n — 4) n Qi — i) (n — a) (n — 3 ) 

J) — c 4 — 2.3.4 

ec. , 

die sono i coefficienti medesimi del binomio newtoniano 
trovati superiormente. In questa dimostrazione però n si 
suppone soltanto intiero e positivo. 

§. i4o. Prop. Sviluppare in serie il prodotto 

(x-Hi)(x4-2)(*-4-3)(x-|- 4) i • • • (*4- «-e- O- 

Pongasi questo = P e facciasi 

(P) (x-hi)(jr-4-2)(x-t-3)(x-f-4)..,(x4-n — i) == 

X"— 1 -f- Ax n — Ì -p- Bx n 3 -+- Cx ,l —i -4- T. 

Cambiando x in * 4- i si trasformerà il prodotto in 

(Q) (x-i-3)(x-4-3)(Ar4-4)(Jc-4-5)...(x-4-n) = 

(x-J-i)"— » -4- i)"— ’ - r B(x-ì- t 3 ■+* 

C(x4-i ) n_ì .... -4- T. 

Ma essendo visibilmente 

P(x-t-rc) = ^(*+i), . . 

se moltiplicheremo la serie che rappresenta il valore di 
P per x -4- n , e quella che rappresenta il valore di Q 
per x-{- i , ed inoltre svilupperemo in quest 1 ultima tutte 
le potenze indicate del binomio x -4- i avremo l’ equazio- * 
ne identica 
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x '• 4- 


Art 1 —' 


n x" 


Bx n ~* 4- ) 

nAx n ~ % H~ . . . -f- nT\~ 


x" 4- («— i)*«— *4- 
4- Ax ,r ~ ì 


( n — i)(n— a) 


,n— a 


(n — 2)y/x "— 5 -f- 
4- Bx n 3 4- 
ec. 

- 4 - (n — i)x" — a - 4 - , 
-+- y/ a '*— a -4- . 
ec. 


-4- r 
A- A 

ec. 


e dal paragone de’ coefìficienli oniologi ( fatte alcune ri- 
duzioni in quelli del a? membro ) si avranno le equa- 
zioni 

il — 4 — A n ~ 4 “ A 

„ n(n — i) 

hAa~B^z ~ 4~ ( ti «—■ i ) A -+- B 

n(n— i)(n — 2) (n— i)(n — 2) 

nB A- C— -4- ^ A+ (n- 3 )B+e 


. 3 


ec. 

uT 


~ i + A + B •+* C —4— . . . . «4- T. 

Dalla seconda e dalle seguenti si ricava 


n(n — 1) 

y=— - • 

n(n — 1) (n—s) (n— 1) (n— 2) 

2B = m — + 2 A 

«(« — OC«— 3)(n— 3) (n — 1 )(n — 2 ) (ri— 3) 

^ — -, 4 - — ^ <4 


A 


2.3.4 

(n— a)(n- 3 ) 


2 . 3 


ec. 


^ ti 1) r * — 1 1 -4- A 4- 5 ^ 4 “ • « . . 4- 
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I coefficienti A , ff , C ... T , per la teoria delle equa- 
zioni , sono le somme rispettive dei numeri i , 2 , 3 , 
4 , 5 n — 1 , dei loro binarj , dei loro ternarj , ec. , e 
finalmente T è il prodotto di tutti ; onde A ,C , ec. sono 
tutti numeri intieri. Inoltre, se n è un numero primo, 
essendo A divisibile per n lo sarà anche B , come si 
vede se si mette nella seconda delle equazioni pre- 
cedenti il valore di A $ e se lo è B lo sarà anche C 
per la stessa ragione , e così discorrendo i coefficienti 
da A fino ad S inclusivamente saranno tutti divisibili 
per n. E’ poi chiaro che se n non fosse un numero 
primo questo discorso non varrebbe , giacche se fosse 
per esempio n — pq , siccome questi stessi fattori p . q 
cadrebbero anche ne’ denominatori del valori di A , B , 
C , ec. , perciò eliderebbero n nel numeratore , che non 
resterebbe più divisibile per n. Ma l’ ultimo T non Io 
sarà se non dopo che sarà aumentato dell 1 unità. Difatfci 
avendosi dall' ultima equazione 

7 7 -f-i =nT — A — B — C — 6 ’ 

si vede che essendo il 2° membro divisibile per n , lo 
dovrà essere anche il primo. Ma si è detto essere T = 
1 .2.3.4 ... . (« — 1) 5 dunque se n è numero primo, 
il numero 

1.2. 3 . 4 (n — Ori - 1 

dovrà sempre esser divisibile per n. 

Questo è il teorema di Gio. Wilson annunziato da 
Waring , e dimostrato da Lagrange , che contiene un 
criterio per distinguere i numeri primi , ma poco utile 
in pratica pel rapido ingrandimento che riceve il pro- 
dotto 1 . 2 . 3 . . . . . (« — 1). 

§. 1 4 1 . Ritenendo sempre n numero primo , ed x un 
numero tale che non sia nè zero , nè della forma [in •+■ p , 
essendo p un numero qualunque intiero minore di n- y ed 
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essendo altronde il primo membro dell' uguaglianza 
(*-+-i)(x-f-a)(*-4-3) .... (x -4- n — i) =t 
x" — 1 -+-Ax n — 1 -+ Bx n ~ 3 . . . . -4- T 
sempre divisibile per n ( giacché lo dev’ essere necessa- 
riamente qualcheduno dei fattori x -f- i , x -4- 2 , ec. ) , 
si vede che anelli il secondo membro dovrà esser divi- 
sibile per n. Ma A } B , C , e c. fino al penultimo S sono 
tutti divisibili per n 5 e sostituendo invece di T il valore 
equivalente — 1 4- - n T — A — B — C . . . — S , in cui 
tutti i termini , fuorché l' unità , sono divisibili per n , si 
vede che la precedente uguaglianza diventando 
(x-4-x)(x-t-2)(x-4-3) <... ( x -4- n — 0=5 
x ,L ~ 1 — 1 -4- A x"'—' 1 -+- B a ^~ 3 . . . . -4- S m -4- n T — - 

A — B — C —S 

dovrà anche x u ~ l — 1 esser divisibile per n. 

Questo è il famoso teorema di Fermai. 

Resterebbe ora a sviluppare in serie le frazioni razionali , 
ma di queste parleremo a parte trattando delle serie ria 
correnti. 

Art. IH. 

Regresso' delle serie 

§. 142. Prop. Data l'equazione 
(1) y = a x -f- b x 2 ex* -4- dx 1 -4- èc. 
in cui l’ indeterminala y è rappresentata per mezzo di 
una serie di potenze della x , trovare * per mezzo di 
una serie di potenze di y. 

Questo è il principal problema , su di cui si fonda il 
regresso delle serie : egli potrebbe concepirsi sotto un 
significato più esteso , ma noi ci limitiamo a questo 
solo. 
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Fingasi 

( 2 ) X =r Ay -4- B/ a -f- Cy 3 •+• j 9/ ‘ 4- co. 

Facendo le successive potenze di ciascun membro di 
questa nuova equazione , si avrà 

sDy ' 1 4- 2 ABy 3 4-3 A Cy r> 4- ec. 

4 - B*y> 

A*y 4- SA^By* 4-ec. 
x' 1 = A'y' x 4- ec. 

ec. ec. 

Sostituite queste nell’ equazione (1) , essa diventerà 

4- Da 

4- Ba j 4 - Ca j 4- lACb 

y = Aay ( j* a 4- iABb\y 4- B " 1 b W -, 4-ec. 


A'b J 


A*c 


4- 3 A ' 1 Bc 
4- A :> d 

Paragonando i coefficienti omologi avremo 
sia = 1 , Ba 4- A a b = o , Ca 4- a ABb 4- A 3 c = o -, 
Da 4- 2.lCb 4- B s b 4- 3 A'*Bc 4 * A’' d zsz o , ec. , 
e da queste 


A -- 

a 


B=z--x 


a J 


C = 


a 6 a — ac 


D 


5 abe — et 2 d — 5 b 3 


a J 


ec. 


e similmente si troverebbe continuando il calcolo 

^ 1 — 21 af c 4 - 6a a 6<i 4- 3 a a c a — « 3 e 

£ = ‘ à» > 

i quali valori posti nell’ equazione (a) risolvono il prò? 
bioma. 

Esempio. Abbiam poco sopra trovato lo sviluppo del 
binomio 

(i4-x) m = 1 4- ax 4- bx ' 1 4- ex 3 4- dx l 4- ec. , 
iove i coefficienti *on© 
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a = m 


m (vi — i ) 


m( m — 0C TO — 3 ) 

c = 7TJ~ 


i( m — i)C m — 3 )(m — 3 ) 

3 . 3.4 


Se dunque faremo ( 1 - 4 - ar) m — 1 —J" , avremo 
^ — a.r -f- fcr a -+- eoe 3 -+- doc* -+- ec. $ 

9 per esprimere x per mezzo di jr , non avremo che a 
porre ne’ precedenti valori di A , B , C , ec. quelli di 
a , b , c , ec. , con che avremo 


IT 

£ = _ Lizzi! 

3Jtt 2 

r- — O — Q(am— Q 
3 . 3 m 3 




( in — 1 ) ( 3 m — i)( 3 m — 1 ) 
3 . 3 . 4 w 4 


e jiercio 

jr 

m 


( ?n — O ( m — t)(3m— 1 ) 

— — - ■v 2 -4- “ ““ 


a/M a J ^ 3.3 m 3 

( m — O ( 2 m — t ) ( 3 m — 1 ) 

3.3.4 m * ^ 


^ -4- ec. 


• 1 11 

serie che si rompe sa /« ha alcuno de’ valori 1 , — , j,e 
L’equazione ( 1 4- oc )”* — 1 ==7* , ridotta alla forma 


ar = — ■ | + ( , +j) 1 " 

fatto lo sviluppo ci avrebbe condotto allo stesso risultato." 
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Delle funzioni logaritmiche ed esponenziali . 

Art. I. 

t 

Alcune nozioni su i Logaritmi. 

i43. Un numero qualunque y può esser rappresen- 
tato dalla formola esponenziale a*, in cui a è una quan- 
tità arbitraria , ma invariabile dopo che 9e n’ è fissa- 
te il valore , e che si chiama base : l’ esponente x è 
una variabile , che può prendere tutti i valori sì positi- 
vi che negativi dallo zero fino all’ infinito , affinchè a* 
possa rappresentare tutti i numeri possibili. Se dunque 
nell’ equazione 

J — a * 

daremo al numero y im valor determinato b , anche x 
dovrà acquistare un valore particolare m che renda 

b — a m . ? 

Questo valore di m si chiama il logaritmo del numero 
fe j ed in generale l’ esponente x della potestà generica 
a x è il logaritmo del numero y rappresentato dalla po- 
testà medesima. Diamo ad x successivamente i valori 
compresi nella progressione aritmetica de’ numeri naturali 
estesa indefinitamente a destra ed a sinistra 

.... ■— 4 •> *“ 3 ) ■" 2 j <} o , i) 2 3 3 , 4 ^ * 

ed i valori corrispondenti di y saranno 

.... a~ * , a— 3 , a -3 , a -1 , a 0 , a 1 , a 3 , a$ , a,* . < . . 

dove si vede che qualunque sia il valore di a , si avrà 
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sempre 1? il logaritmo della base — i; 3* il loga- 
ritmo dell’unità =o; 3 .° i logaritmi delle potestà posilise 
della base tutti positivi, c negativi quelli che corrispon- 
dono alle potestà negative , o sia alle potestà inverse 
della base 

• i i i 

come T ’ 1? ’ 1È ’ <C> 

1 4 f - Siccome a è una quantità arbitraria , perciò al 
cangiarsi di questa si cannerebbe il sistema logaritmico , 
ed infiniti sarebbero i sistemi possibili. Fra questi però 
i soli usiiati sono due, cioè il sistema di Enrico Briggs, 
in cui si pone a = io , e quello di Neper , in cui a ha 
il valore 3,7182818 .... I logaritmi del primo sistema 
si chiamano tavolar i , comuni, o briggiani ; quelli del 
secondo si dicono naturali , iperbolici , o neperiani. 
Ciascuno di questi sistemi ha i suoi vantaggi particolari : 
il sistema di Briggs è il più comodo pel calcolo pratico 
e. per la costruzione dello tavole : quello di Neper pel 
calcolo algebrico, e massime per l’Analisi sublime. 

Il passaggio da un logaritmo preso in un sistema al 
logaritmo dello stesso numero relativamente ad un altro 
sistema è una cosa di tutta la facilità. Sia a la base di 
un sistema, e quella di un altro : sia n un numero qua- 
lunque , di cui si cerca il logaritmo in entrambi i siste- 
mi : si as ranno le due equazioni 
11 = a z , n — e* 

c quindi ancora a x = e z . Cavando la radice di grado z„ 

». X * . 

si avrà a 1 =e, e cavando invece la radice di grado oc e 
f _ 

si ottiene a zzz e* . Indichiamo colla sillaba lo g. il Ioga* 

O O 

ritmo di base a , e colla sillaba Log. quello di base e a 
ed avremo in vigore delle definizioni 
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x 

— == log. e 

3 ° 


— = Log. a , 


avvero 


log. n 
Log. n 


— log. e 


Log, n 
log. n 


■=. Log. a. 


Dalla prima alitiamo 

log. n — log. e . Log. n . 

e dalla seconda 

Log. n — Log. a . log. ri . 

Sì r una che l' altra c' insegnano che il logaritmo di un 
numero preso in un sislctna si uguaglia al logaritmo del 
medesimo preso nel secondo sistema , moltiplicato pel 
logaritmo della base del secondo preso nel primo siste- 
ma. Di più adoperando tutte e due queste equazioni , si 
trova 

1 

Log. e ’ 


Log. a 


onde si ha 


log. n = log. e . L,og. ri 

i 

Log. n =z 


» . log. n . 

log. e ° 


Così ponendo à = io , £ = 2,7182818, e trovandosi 
per mezzo delle tavole comuni log. e = o , 434^945 , é 
1 

quindi , = 2 , 3o2585i = Log. io , si ottiene' 

log. ri = ( o , 434 2 945 ) Log. n 
Log. n = ( 2 , 3o2585 i ) log. n . 

Colla prima di queste si trova il logaritmo tavolare 
per mezzo dell’ iperbolico j colla seconda l’ iperbolico per 
mezzo del tavolare. 
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Art. li. 


Sviluppo in serie delle funzioni logaritmiche. 

§. i45. Prop. Sviluppare in serie secondo le potenze 
ascendenti di x il logaritmo del binomio 1 -f- 3$ per un 
sistema qualunque. 

Pongasi 

(Vi) logd 1 + a-) = 

Ax A.^x" 1 -f- A^x 3 -f- A ^x* -f- A rX^ -f- . . . . 
dove omettiamo il termine senz’ x , perchè nel caso di 
ar=ro riducendosi il primo membro a log. 1 , che in 
agni sistema c=ro ( §. 1 43 ) , quello si troverebbe =0. 
Se cangiamo x in — x, avremo 
db) log- C 1 — x) = 

— Ax — A — A^x 3 — A ^x* — A 5 ar 5 — ... . 
e sottraendo questa dalla precedente serie otterremo 
(c) log.(i + x) — log.( 1 — x) = 

lo S 7—^ = /o K I+ ) = 

-f- 2 A ^x 3 -f- 2 A 5 x 3 -f- . . . . 

Ma alti-onde è chiaro che se nella (a) si cangia x in- 
2 x 

. si dovrà ottenere ancora 

1 — x ' 

f 2 X v 2 A X \A % x a 8 A^x* 

l °g\ 1 + ! ;£•/ x x “f" (1 — a -) 3 

16 A ^X* ^2A^X 5 

(7— ar)» (1 — xy ■+“ ' • • ■ J 

e sviluppando in serie lutti i denominatori, ed ordinando 
t % 
opportunamente i termini . avremo 
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io s( 


2 X 


l + 


) = 


2ÀX + 2 Ax* aAx 3 -f- 2 ÀX* 4" 3 Ax* -f* 

-+- (yA^x* -f- 8A^x 3 -f- 12 4- 1 6A t x 5 -f- 
4 - 8 A^x 3 4- 2\A^x^ -J- 4 8A 3 x 5 -f- 
4 - iQAuX* 4- Q>\A^x 3 -f- 

-f- 3 lArJC 3 -f- 

Uguagliando pertanto i due valori di fog.^i -f- - — - ^ 

avremo la equazioni 

3 ^=; 3.4 

3.'/ 4~ 4^a — O 

a A + 8.4, 4- 8A 3 = 2^5 

4- i2.4 a 4- 24^3 4- i 6.4 4 = e 
ìA 4- 1 6.4, 4- 48.4 3 4- 64^ 4 4- 3sA g =3 2.4^ 
e in genere 


2A ì 4- a 3 . /?t. 4 a 4- 2 3 . 


m( m — 1 ) 


y/, 4 - 


m(m — 1 ) (/« — 3) m(m— 1 ) (m — 3) (//i — 3 ) 

2 » . — , A 4 4- 25 . ; 5—7 A* 


4- ... 4- 2 m + l .A m J rl = 
Da queste si ricava 


2 . 3.4 
2^/ m q., , se m pari , 
e j se m disparì. 


®4 a ^3 o 




2 

.4 

3 

A 

4 


c in genera 

A_ 

A m — db 3 


7 ?i 


dove vale il 4- per ni dispari? ed il — per m pari. 


Digitized by Google 



* 9 ° 

Sostituendo questi valori nelle serie ( a ) , (&) , e (0 j si 
avranno le corrispondenti 

(i) log. (i-t-20 = 


A 


0- 


x 2 x 3 x'* x 5 


*4" 


“T + 


( 3 ) log.(l— X) = 


■4 


X 3 X 3 


3: -+- 


i q- x 

( 3 ) ^. T — " 


4- 


4- 




x 3 \ 

X “ ec ) 


or 0 ' \ 

r + ec ) 


f X 3 x E 

2 A (x + T" 4" 


x' 


3 ^ 5 + T + RC )’ 

l’ ultima delle quali, attesa la mancanza delle potenze 
pari di x, nel supposto di x < i , è più convergente, e 
perciò più utile delle precedenti. 

11 coefficiente A, che opportunamente ci è rimasto in- 
determinato e che dipende dal nostro arbitrio , si chiama 
il modulo del sistema ale’ logaritmi, che si vorrà adottare. 
Nel sistema di Neper si fa A = i , e le serie precedenti 
diventano più semplici. 

Per trovare il modulo d un altro sistema di base et , 


I -j- OC f , v- 

si faccia nella sene (3) -j— — ^ = a , e quindi x — a ^ ~ , 

ed essa, in grazia di log.a^ i, diventerà 
(n — i ) 3 (a— O 5 


a ■ 


( a — i 
a -+- t 


4- 


3(a-f-i) 3 5(a-f i) 5 

da cui colla somma di alcuni termini si avrà il valor pros- 
simo di A per mezzo di quello di a. Se dunque faremo , 
come ne’ logaritmi di Briggs , a = io, avremo 

A — T — — =3 O , 4342945 


4- «c 






3,i xj 


4- 


5.i 1 


-4- ec 


) 
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die coincida perfettamente col valore di log. e trovalo di 
sopra ( §. 1 44 )• Tal è dunque* il modulo de’ logaritmi 
briggiani. 

§. i 4 tì. Osserv. Le tre serie (i) 5 (a) , ( 3 ) per esser 
convergenti suppongono ac- < i : se mancasse questa con- 
dizione . esse sarebber divergenti , e non rappresentereb- 
bero più ciò che debbono rappresentare. Per render con- 
vergente la prima anche in questo cag* poniamo 

X 

i +/ ’ ' f 

e sarà 


i 


i -f- x 


1 TX 

onde la serie (ì) diventerà 

— = 




lo 


A 


O- , + J 

f--- 

v. » +r 


y 




r 


x k 


— ec 


3 ( i -f-/) ’ 3 ( t -pj) 3 4 ( i -t-j) 4 

onde cambiando di nuovo y in x ed i segni di ciascun 
membro , si avrà 


( 4 ) 1 + x ) — • 

( x x* ct -3 x* -v 

1 -+- x 2(1 -f-x) a 3 (i-(-cr ) 3 4 (* +*0 * e ° ) 

serie evidentemente convergente. 

Se si vorrà rappresentare per mezzo della serie (i) il 
logaritmo di un binomio qualunque p ■+- q , questo si 

porrà sotto la forma -(- ~^p , ovvero -f- * e ^ 

condo che sarà p > ovvero < q , e prendendo il logaritma 
si avrà nel primo caso 

<1 

^PT<D=^S\ l T — 

C »el secondo 


lo, 


r AP + < 7 ) = % ( 1 + v) + lo s- P ■ 



«9 a 

log Cp + f ) “ tog( l + ? i 

onde si avrà dalla serie (i) 


log.dp -f-<7) = 

{ «7 <f_ q^ 

log.p + 4- 3^3 



ovvero 

%•(?+?) = 

p 3 P 3 P* 

%■ 9 + ~ ^ + 3? 3 — 4^. + ec 

Impiegando poi la serie (4) avremo altre due formole, cioè 

log-ip + q) = fog-P -t" 

/ q q a </ 3 1 \ 

^(p+q + ^(p-j-qy + 3(p+q) 3 4(p+ < 7) 4 / 


ovvero 


/og(p -i- q) = l°gq +- 

✓ P_ p^ p s p* v 

^Cp-t -<7 + yp+qy ’ 1 " 3(p~h7) 3 + 4(p+y)‘ + ec v 

delle quali formolo sempre convergenti sarà più vantag- 
giosa la prima o la seconda a norma che sarà q minore 
ovvero maggiore di p. 

§. 147. Prop. Rendere più convergente la serie (3), 
e quindi più atta alla formazione delle tavole logaritmi- 
che. 


Primo modo. Si ponga 


i-f-a? 
1 — x 


(» — O a OH- a) 

(n-f i) 3 O— a) 5 e 


dopo lo sviluppo e le riduzioni si avrà x — 7^ 

Posti questi valori nell' equazione (3) ne nascerà 
(n— i) 3 (n+a) 
l0 g C” + 0 3 (n — 2) ” 

J ^ a a 3 a 5 ^ 

\ n 3 — 3 n 3 (re 3 — 3n) 3 Ì>(n 3 — 3») 5 ec ‘ $ 
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Se si riflette clic ponendo per n un numero qualunque 
intiero e positivo, n 3 — òri è Sempre un numero pari . si 
comprende che usciranno dalla serie tutte le potenze 2 , 
a 3 , 2 5 , ec. , che si trovano ne’ numeratori , e quindi che 
tanio per la forma de’ termini quanto per la rapida con- 
vergenza questa serie , immaginata da M. Borda , è co- 
modissima al calcolo numerico. Si vede poi che pren- 
dendo i fattori del prodotto compreso nel primo membro, 
ed indicando con S la serie del secondo si avrà 
lo". (n -f- 2) = 

a/og.O + O 4- logori — a) — 2 logori — .1) -(- 2JS, 
onde conosciuti i logaritmi di n-f-i , n— 2, n — 1 si 
potrà ottenere per mezzo di questi e della somma della 
serie quello di ri -4- 2. Si dee però avvertire die nella 
somma della serie non si dovranno prendere che quei 
termini iniziali , che possono influire sul numero delle 
cifre decimali, che si vorranno dare al logaritmo cercalo, 
trascurando gli altri. Inoltre il valore di n non pouà 
essere nè = , nè < o , altrimenti o si urlerebbe contro 
log. o , che è l’ infinito negativo, o in logaritmi di quantità 
negative , che si hanno comunemente per impossibili. 

i-j-x (ji x — a x )(n x — ò a ) 

Secondo modo. Si ponga c*) » 


e troveremo x = 


(n x — « a )(n a — &■») — «■>(«’- c*) 
n a (« a — c 1 ) + (n a — a 1 )( n x — ò a ) ' 


Questo valore si semplifica notabilmente , se dopo ese- 
guili i prodotti si fa c' x = a x -J- b x , coni’ è in nostro ar- 

a x b x 

bitrio : e con ciò si avrà x T=: — 7" 7 — 7 — ; rr . 

J 2/i — 2 c* /i a -j- a x b x 

Prendendo poi a= 3 , ò = 4 ? e quindi c = 5 , che sono 

i valori intieri e razionali più semplici che soddisfanno 

all’ equazione c 3 ^a 2 -f- & ,J i avremo filialmente. 

i 3 
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i -{-& (n 3 — 9 )(re 3 — x6) 73 

1 — OC ' ' n 3 (re 2 — 25 ) • 5 00 n x — 35 /ì 3 + 72 * 

posti i quali valori nell’ equazione ( 3 ) si avrà 

o- — 9 )(» 3 — *6) _ 

° s ' n 3 (n 3 — 25 ) 


, j 7 3 C7 3 ) 3 

2 " / /j* — 25 /i 3 -}-72 ' 3 (« 4 — a5 ri 1 -f- 72 ) 3 "t" 

(7 3 ) 5 (7 a ) 7 j 

5 (/t' — 25 n 3 -f- 72 ) 5 7(/t 4 — 25 « a -j- 72)7 " 4 * cc, f 

clic è la celebre forinola di d/. Haros. In questa pure 
sviluppando i logaritmi involti nel primo membro , e 
chiamando S la serie contenuta nel secondo , si avrà 
Io ó T ( n + 5 ) = log .( u + 4 ) + log - ( fi + 3 ) -+- log.( n — 3 ) 
+ iogurt— 4^ — 2 log. n — log. (71 — 5) — 3^5, 
in cui per la ragione superiormente addotta dovrà pren- 
dersi 71 )> 5 . 

§• i 48 . Osserv. Se nell’ equazione del §. 143 
y — a x , ovvero x log. y 

porremo y z=. 00 , avremo x — 00 , e perciò 
/og\ 00 = 00 . 

IVIa se porremo ^ = o , siccome ai numeri minori dell’ u- 

nità corrispondono logaritmi negativi , sarà x = 00 , 

e perciò 


log. o = — 00 , 

come abbiamo asserito nel §. precedente. 

Se dunque nell’equazione (2) faremo x =zi , y/=ri , 
e cangeremo i segni dall’ una e dall’ altra parte, troveremo 

, , 1 1 1 

a T + "4* + cc - = ~ lo S- o = 00 5 

e se si ponesse ac=:i nella serie (1) , si avrebbe in- 
vece 


1 r 1 

1 “ T +• T ~ 4" + ec - = a " 


Digitized by Google 



A R T. II. 


* 9 5 


Funzioni ed equazioni esponenziali. 

§. i4q. Olire le quantità a* ? ec. , nelle quali gU 
esponenti x . z sono quantità variabili semplici , e che si 
chiamano esponenziali di prim’ ordine , ve ne sono di 
quelle in cui l’ esponente è una quantità esponenziale 
egli stesso . Tali sarebbero le espressioni a r “ , , ec. , 

che sono esponenziali dell’ ordine secondo . In simil guisa 
accrescendosi la scala degli' esponenti senza limite, gli or- 
dini della quantità esponenziali saranno infiniti. 

Si chiama poi equazione esponenziale quella , in cui 
entrano quantità esponenziali di qualunque sorta . Non si 
hanno in generale delle regole per risolvere simili equa- 
zioni , onde accenneremo soltanto de’ casi particolari , ne* 
quali la risoluzione è possibile. 

Data l’equazione J~a*, pvvero b jr z=a x f è in nostro 
arbitrio di prendere i logaritmi di ciascun membro , e di 
ottenere le equazioni log}' = x log. a , jr log. b "x log. a. 
Quest’ operazione si chiama il passaggio dai numeri ai 
logaritmi. Ma se da queste ultime coll’ operazione inversa 
si passa alle prime , ciò è passare dai logaritmi ai nu- 
meri. Per mezzo di queste operazioni si avrà la risoluzio- 
ne delle seguenti equazioni : 

i.° Se si avrà a 1 := b , passando ai logaritmi si avrà 
xlog. a = log.b 3 

e quindi 

log. b 
X — log. a 
2 ? Da a m * b — c , 
si ha m x log. a -j- log. b zxznx kg. b -j- log. c , 
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C quindi 

c 

l o g, e — /o ff, h Ìo S- ~b 

in log. a — n log. b ' a"^ ' , 

log. - 7 — 

O fri 

3.° Da a x tf x = b m *— n , 
si ha xlog.a -f- qoc log. c — (mx — n )log. b , 

j __ n log, b log. b” 

** * ' Vi log. b — log. a r q log. c b»‘ 


4® Sia Aa x + Ba x + m -}- Ca x + n -f - .... z=i b. 
Questa posta sotto la forma 

a x (A -+- Ba m + Ca n +....)=& 

«i dà senza difficoltà 

log. b — log.( A -f- Ba m -f- Ca n + ....) 

X ~ tog. a * 

Ò? Sia finalmente l’ equazione 


Aa '* -f - Ba s z=.b. 
- Questa equivale a 


mx/ 

a n \ 


A -f- Ba 


: mx* 


r in 


•vvcro , fatto — — — ~ P , ad 

7 .V 71 ' 1 


a “(a + BaP*) = b. 

"Pongasi A -J-* BaP x = y ,ì e sarà 

, l°g-(f — A) — log. B 

x log. a — — . 

b P 

mx 

Inoltre avendosi a n y z=b , ne ricaveremo 

ti 

<r log. az=-~-( log. b — log.y ) . 
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Paragonando questi valori «avremo 1 * equazione tutta in / 
m [ log. (/ — A) — log. B ] = n p [ log. b — log./ ] 
e facendo y = Az , avremo n p log. z m log.Qz — i) 
tip log. b m log. B — (n p -f- m ) log. A. , 

Quest’ ultima non si saprebbe risolvere che per mezzo 
di false posizioni. Ma potendosi essa, ripassando ai nu- 
meri , eliminando p , e facendo la potenza s ml , ridurre alla 
forma ( s — I ) "" = B'"* b ,ìr — ms A— ur 

si vede che dipenderà dalla risoluzione di un’equazione 
del "rado nr. 

O 

§. i 5 o. Pi'op. Sviluppare in serie la funzione espo- 
nenziale c*. 

Giacché abbiamo dalla serie (i) del §. i 4 ^ 

/ = log . ( I 4- x) = a[x — ~ + T — T + eC / 
in cui è j — o quando x = o , fingiamo giusta il §• t 4 * 
x — by-\- cy* + dy 3 +jy 4 4 - • • • • 
e sarà 

x a = 6 a j- a -f- 2 bey 3 -f- 2 bdy 4 4- ■ • • - 

+ c\f' ■+■•••• 

x 3 =3 b 3 y 3 4- 36 3 c/ 4 4* • • • • 

x > = 6 1 / ' 1 4- . . . . 

# \ 

ec., 

onde si avrà 

y =3 A by 4- y/ cj‘ J 4- A il / 3 4- Af/* 4- . . . . 

y/6 a 

— — ^ — j- a — A bey 3 — Abdy 4 4- . . . . 


Ab 3 Ac 3 

+1“ z 3 -— /* + 


4 -Ab^cy* 4 * • 
Ab 3 
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e da qui le equazioni , 

Ab “ i 


dalle quali si La 

i 


/ &’\ 


P- 


— Z>c -f- — ^ — o 

/ c* b' \ 

«*(/— bd— — + b*c — -j) =3 


ec. 


e — 
d = 

/=' 

ec. 


a A" 1 

i 

aXP 

i 

2J4IF 


onde ponendo quesii valori in luogo delle indeterminate 
b , c , eZ , ec. , e Zog\( 1 ar) invece di y , ed aggiun* 
gendo l’unità dall' una e dall’altra parte, avremo 

^ log.Ci + ac) ' log* (1 + oc) 

.(5) 1 oc — . 1 + — -4- HA* — H~ 

log* C 1 -+*• oc') log.' 1 ( I -f- X ) 

“ 3.3^3 + a. 3 . 4 A* + * c - 

Ponendo poi il numero t -pcc = c*, e quindi ZogO-f* oc") 
~ s /o». c , si otterrà 

zlog.c z* log* c Z* log.* c 

(6) o=. +- ~ ^ + ^xjr + 

c ! Zogv 1 c 

T. TJT> + ec> ’ 

che c lo sviluppo domandato della formola esponen- 
ziale 6°. 

§• i5i. Se c sarà la hase del sistema logaritmico, che 
indicheremo con a , sarà log. c =2 /og\ a = t , e quindi 


a z 

e facendo 


1 + ^ + 3y/ + ~ 


s3 

a .3 A* 


.3.4^1 + cc ‘* 


1 , 


a 


1 * 1 

1 + -f~ T" 


A _r 2 A" 1 2 y/3 3.3.4 ^ eC ' 0 

equazione da eui dato il modulo A si ricava la base a. 
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Pei logaritmi di base e , cioè pei neperiani , si avrà 

1’ equazione 

2 ’, 2* z '1 

( 7 ) «•=! +z + ~ + 73 + 7737^ + te., 

e nel caso di s = i , 


:I + I '+T + 


2.3 + 2.3.4 + ec ' 


serie di moltissima convergenza e facilissima a sommarsi 
da cui si ricava 

e = 2. 7 182818 in circa, 

che è appunto la base de’ logaritmi neperiani , da nei 
usurpata al §. i44‘ 

Se cangeremo z in — z avremo del pari 

2^ a?3 

(8) e~ z = i 


,2' 

+ 7 — 


2 . 3 2 . 3 . 4 ec- 


§• iSa. Se si hanno due quantità esponenziali b x , c* 
di diversa base , prendendo per l’ una e per l’ altra il 
modulo neperiano =3 1 , si avrà congiuntamente 

l ’— x + xlo S- + ~ log.<b+ ec. 


c “ i=I + x log. 0+ V lo g*° + log.H + ~ log.tc+ ec. 
® sottraendo 1 una dall aHra queste equazioni 

(9) b* c* = ar( log. b — log. c) + -7 (log.'b — log.'c) -f 


73 ( log. 3 b /o^. 3 c ) -f- 734 ( l°g !y b — log. ! *c') -f- ec. 
forinola di molta utilità nel Calcolo Integrale. 

Se nella serie ( 5 ; porremo i + x = n , avremo la 

,<io) 72 =31 + l ^. + . IsiLa 

A 2^/ 3 ^ 2.3 4* 2,34 <4‘* CC ‘ 
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equazione che scioglie il problema : dato il logaritmo eli 
un numero, ed il modulo del sistema, trovare il numero 
corrispondente. 

Finalmente se nella serie (6) porremo i -f- x invece 
di c , m invece di z , e prenderemo A •==. i , avremo 

m 3 

(11) (i-j-jr)"'=:i +m/o^.(i + x) +— + 
ni 3 

- 3 /o£. 3 ( 1 -f- a?) + ec. ; 

b . ' 

e se si ponesse x = — , poi si moltiplicasse dall 1 una c 
dall' altra parte per a m , si otterrebbe 

(12) (a 4- b') m ~ a " Ti -j- mlog.^ 1 -f- — ^ -f- 


m 3 f b x 

m 3 


— ,o s '{ 1 + t) 

1 + ^3 %- 3 l 

0 + « ) + cc ] 


che è lo sviluppo del binomio , ordinato secondo le po- 
tenze ascendenti dell’ esponente ( § i 35 ). 



I 
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CAPO XVII. 

Delle funzioni circolari . 
Art. I. 

Forniole trigonometriche. 


§. 1 53 . Dovendo noi supporre i nostri lettori bastante- 
mente istrutti di tutto ciò che concerne la Trigonometria 
elementare , ed essendo altronde necessario che essi ab- 
biano sott’ occhio le principali formole , delle quali è 
tanto frequente 1 " uso nell' Analisi superióre , abbiam cre- 
duto di radunarle in un sol quadro , lasciando poi che 
ognun ne deduca la dimostrazione dalle dottrine elemen- 
tari , ovvero la cerchi nei trattati di Trigonometria , di 
cui abbondiamo , sopra lutto in quello del Sig. Cagnoli. 
In quéste noi supponiamo sempre il raggio = i , jt la 
scmipcrifcria circolare, x , y due archi contigui. 

sen. x 


i sai? x -h cos ? x = i , tang. x = , 


Cfìt.X = 


COS. X 


sen. x 
sen. - 


tang. x 


, sec. x—- 


cosec. x 


tang. — x 


cos. x ' sen. x 

x = — sen. x , cos. — x “ cos. x , 

— tang. x , cot. — x = — col. x 

3 sen-O+j) = sen. x cos. y ± cos. x sen. y 

4 co^.(x±j) = cos. x cos. y =F sen. x sen. y 

5 sen. 2 x = 2 sen. x cos. x 

6 cos. 2x = cos ? x — sen ? x s= a cos ? x i = 


7 sen 


2 sen. x 


.{x=z j/ 


i — cos. x y/( i -^-sen.x')—- V(i — sen.x) 


% 
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$ cos.{x 


-V- 


I +COS.X VC 1 +sen. x) 4 VQ— seti x) 


tang. x ± tang.y 


9 t an g- C x =t^) ~ i zp tang. x tang. y 


a tang. oc 

io tang. 2 ve — 7_ fa/ ' 7 „i“ 


1 1 tang. ^ x = 


i — coi. x 


sen.x 


tang. x | /" t 

i+V/C 1- ^ tang.' 1 x ) r i 


iCO. X 
I -f- COi. X 

COS. X 


+ coi. X 


12 COf. X 


cor. -5 x — tang. ~ x 


1 ^ftang.x tang.jr — 1 db cot. x cot.jr 
i 3 cOf.(x drj ) tang. oc di tang.y cot. x di cof. j‘ 

1 — tang. 2 x — 1 4- cot.'x 

cot. 2 x r 


2 tang. x 


2 cot. x 


1 -f- coi. x ìcm. x 

io coi -x sen.x 1 — coi. oc 


16 i«c.(x±j) =7^ 


ìcc. x sec. y 


tang. x tang.y cos . ( x ztjO 

1 sec.' x x 1 4- tang* x 


vj sec. 2 x 


18 sec.ìrX 


cos. 2 x 3 — sec.'x 1 — tang.' x 


coi. ^ x 1 


-+- coi. X 


I r 2 sec. x 
r 1 -+* sec. x 


13 cosec.(x±y) — 


sec. xsec.y 
tang. x dz tang.y 


20 cosec. 2 x 


2 tang. x seti. 2 x 2 sen.x cos. x 
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,z x //• 3 

SC/l.-X f 1 COS.X 


A 


2 ire. * 


òtC. X 


22 sen.xcos.jr = ±sen.(x—jr ) + ’ *>/*.(*-*. J) 

23 coi. X cos.y = i coi. ( x —j) -f -* coi. (x+j) 

24 ito. X it/x.j = ì coi. ( X — r) — i coi. (*+;) 

, x -f- y x — y 

25 sen , x+ ien.r s= a ito. cos. — 

2 a 

26 sen.x — sen.yzzz 2 sen. ~ cos. — 

2 a 

A? —4— V v - 

27 coi. x-t- coi. jr ~ a coi. — — cos. — — - 

2 2 

_ q „ ** V X V 

20 coi. x — cos.y £= — 3 icn. — iera. — 

23 

29 sen.'x-sen. y — S en. (x-f-y) sen.( x — j) 

3 0 cos.^x cos.y = — sen.(x -f y) sen.( x — j ) 

3 1 i-j-sen. x = 2sen.' 1 (-fc n + ± x ) 

32 x — sen.x = asen.*( jxr — ^x> 

33 1 -f~ coi. x — 2 coi.’ 5 x 

34 I COi. X = 2i(7X.* £-X 

I -+- tang. X 


1 -4- .ve/z. x 

35 

coi. X 




:t *ng.(ln + *x). 


36 icn.ix-hcoi.ix^v^i-Mcrt.x) 

3 7 ie/i.i-x— coj.Ixs — VCi — m*.m> 

38 ìcc. £ x cosec. - x — — - — 

i£7l. x 

3q ito, x coi. x x coi. x sec. x coìcc. x =3 t 
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seri, x 4- sen.f 
4° seri, x — sen.f 


x 4- r 


tans. 


& * 2 


4 * 

42 

43 


se 11 ■ x ± sen.y 
cos. x 4- cos.y 
seri, x + seri ■ y 
cos. x — cos. y 
cos. x 4- cos. y 
cos. x — cos. y 


tang. 

c a 


tari" 

0 2 


a : — y 
a 

*±_y 

a 

x—y 


« ’ a 

x 4- y x — y 
col. a cot. 2 


A R T. II. 


Sviluppo in serie 

delle principali funzioni trigonometriche. 


§. 1 54 - Prop. Sviluppare le funzioni sen. x , cos. x 
Assumiamo le due serie 

sen. x =ss Ax 4- Bx 3 -f" + Dx'‘ + ec. 

cos. x = 1 4- ax' x 4* hx^ 4- ex 6 4- ec. 
dove ometliamo nella prima il termine seaz’ar, perchè si 
dee annullare il seno coll’arco, e le potenze pari, accioc- 
ché se x diventa — x , possano ambidue i membri di- 
ventar negativi. Nella seconda il termine senz’ x si è posto 
ss t , perchè all’ annullarsi dell’arco il coseno si uguaglia 
al raggio 5 e si sono omesse le potenze impari, perchè il co- 
seno rimane positivo «pia iuT anche 1’ arco diventi negativo. 

Ciò premesso , se aggiungeremo i quadrati dell’ una e 
dell’ altra serie, avremo 

senfx 4“ c.os. 2 x zxz 1 4" -f- zABx^ -f- B 2 x 6 

t 4- 2 ax 1 4- a^x' i 4-2 ACx s , 

1 -+cc. 

4- 2 ux'> 4- 2 ex 6 

. . ' * 9 • 4" 2 abx* 
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« paragonando i coefficienti omologi, avremo le equazioni 

A" 1 -f- 2 a = o 

a AB -p a" 1 -j- ab =rrr. 0 

B* -p a AC -\- 2 c -p 2 ab q 


cc. 

In secondo luogo , prendendo il doppio prodotto della 
due serie , si avrà 
2 sen.ac cos. x = .ve». 
a u 4x -p aBx* -p aCx 5 -p aDx? 

-j- a aAx 3 ~p aaBx 5 -p aaCx' 3 

— J— (*(}, 

+ 2 bAx^ -p abB. r 7 
-p 2 c.'/x 7 

ma cambiando nella prima cc in 2cc si avrebbe ancora 
seri. 2 ,-r = a Ax -p 8 fìx$ -p 32 C.c 5 -p 1 28 ZPr 7 -p ec. , 
ondo dal paragone de’ due valori di sen. st x si avranno le 
altre equazioni 
a A z=. a A 
a B -f- 2 a A = 8 B 
2 C -p 2 aB -p 2 62# ss 32 C 
2 Z> -p 2 aC + 205 -p 2 c\z/ ss x 28 D 


ec. , 

e siccome dall'equazione aAz=.aA non possiamo deter- 
minare A , perciò riterremo indeterminata per un istan- 
te , ed intanto determineremo tutti gli altri coefficienti 
per mezzo di A , e troveremo 


a ss — 

y/ a 

2 

A = - 

A$ 
2 . 3 

7, 

A* 

c = 

A 5 

1/ - 

2.3.4 

2. 3.4 . 5 

(? — 

A r > 

Dz= — 

a: 


3 . 3 . 4 • 5 .6 

2. 3. 4. 3 

«e.. 


• CC. , 



/ 
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onde le due serie, rhe abbiamo di sopra assunte, diven- 
teranno rispettivamente 


sen. x 


= Ax 


KOS. X : 


A 3 x 3 

A 5 x 5 

y/ 7 x 7 


-f- ee. 

2.3 

■+■ 3 . 3. 4 . 5 

2.3,.. 

7 

A'x* 

A ' y x ‘ 

A* x s 


ec. 

3 

+ 2.3.4 

"" 2.3... 

6 


Affine di determinare il coefficiente A si divida la 
prima serie per x , onde si abbia 

A 3 T? A 3 oc * 


seri, oc 
x 


ec. 


a. 3 ^ a . 3 . 4 • 5 
Ora è facile a comprendersi che il rapporto espresso dal 
i? membro, a misura che l’arco x diminuisce, tende a 
diventare un rapporto d’uguaglianza, cioè l'unità. Ma du- 
rante la diminuzione di x il valore di tutto il 2 ? mem- 
bro tende esso pure ad uguagliarsi col solo suo primo 
termine A come suo limile ; e dovendo inoltre ugua- 
gliarsi fra loro i limiti di ciascun membro presi nelle 
medesime circostanze $ dovrà essere 

i = A , 

onde sarà determinato il coefficiente che ci restava. 

Si potrebbe fors’ anco ragionar così : essendo espresso 
sen.x per mezzo delle potenze della quantità Ax , que- 
sta dovrebbe rappresentare in generale tutti gli archi cor- 
rispondenti a sen.x, che sono 


ajr-f-x, 4 jt x , 6 n -f- x . 


ec. 


Ma altronde noi ahhiam supposto che s’annullasse il sen» 
coll'arco ar, quindi l’arco generico Ax dovrà coincider? 
poi minimo x di questi valori , e perciò sarà 

A = i. 

Avremo dunque le due serie domandate 


Ct) sen. x = x — 


x J 


X 3 


X ' 


2.3 2.3.4 5 3 . 3 ... 7 


-4- ee. 
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(a) cos. x = — . 

o 1 « 


X* x 6 

2 * 3 . 3 . 4 ““ ^ 73 . . .6 *+■ ec - 

§• x 55 . Se adesso nelle serie (7), « (8) del $. i5i 
< angeremo z in x\/ — 1 5 avremo 


e*V— * ; 


tr-- T V-' =1— xt/— 1— — 


X 3 

x 3 y/ 1 

+ 


3 

3.3 ’ 

2 . 3 . 4 ^ « c - 

X 2 

x s y/ — 1 

+ 

x 1 * 

3 

+ 2.3 

3 .3.4~~® c - 


; cos. x 


dalle quali sommate e sottratte si ottiene 
crv/ -' + C-V-* __ ^ 

2 — 1 “ a + 77T 4"“ ec - = ' 

C X V~ 1 — e-^v— I x 3 ^5 

3v/—i =z=x ~ 1 T 3 + I345 ~ «*• = *en- *• 

Se ora nelle due equazioni 

‘V — 1 


e*V~ 1 -f- , 
cos. x 


(M) 


es- 


seri. x •. 


■ e — x V ~' 


a y/ — t 

metteremo si* invece di x , ne nasceraimo altre due 

• i * 


cioè 


riv; 


cor. i«x = 


e mx\/—i g— mj-y—. 


re/j. mx = 


c mr V — 1 g — iw\/-i 


2 y/ — 1 

Quindi avremo sommando e sottraendo le equazioni ('il/) 

rO) ^ cos ' x ^ — 1 ,sen ' x == ex ^ / ~ t 
l cos. x — \/ — 1 . sen. x = e~ x V~ 1 , 

e similmente dalle equazioni (N) ricaveremo 


(P) | cosmx + V- 1 -sen.mx = e m *V— ' = (cos.x+\/~i.sen.x) 
l cos.mx — V— 1. sen.mx ss er n,x V- 1 = Ccos.x —y/—i.sen.x) 


d’ onde si ricava 


) m 
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(Q) (cos.x ± y/ *— i . sen. x) m = cos. mx it \/ — i.sert. mx 
equazione che racchiude una proprietà singolare degli 
angoli. Inoltre avremo ancora le espressioni seguenti 
(II) cos.mx — 

- %(cos. x \/ — i . sen. x) m 4- ^(cos. oc — y/ — i . seri. x) m 

i 

(S) sen. mx (cos. x — y/ — i . sen. x) m 

-** 1 1 I 


I 

— < — ' (cos.x — \ — 1 • sen. x) m , 

2 V 1 

le quali hanno luogo qualunque sia il valore di m. 

§. i5(>. Unendo in una sola le equazioni (O) , si avrà 
cos. x ± V — 1 • sen ■ x — » 

e passando ai logaritmi 

log. (cos. x ± y/ — x . seri, *) = ± x y/ — r . 
(Supponiamo sen. x = o , cos. x = ì , ed osservando che 
in questa supposizione 1' arco x dee prendere il valor in- 
fnnliionne nkn , avremo 

log. i =±2Ajrv/— i. 

Chiamisi adesso A il logaritmo di una quantità positiva 
a j e siccome si ha a = a x i , presi i logaritmi a si 
avrà 


log. a — A -f- log. i r= A ± 2 kn y/ — i . 
Similmente ponendo sen. % = o , cos.xzzz — 1 5 e per- 
ciò x — ( a k 4- i)jt 3 sarà 

log. — i — ± (2 k t)jr y/ — i , 
in cui facendo k = o , se ne ricava la bella analogia di 
Oio. Bernoulli 


I : JT : : y/ — I : log. — X . 

Sarà perciò 

log. — a — A -f- log. — x = A ± (3 k -f- i)jt y/ — i . 
Dunque le quantità positive hanno infiniti logaritmi tutti 
presi nel medesimo sistema , de’ quali però un solo è 
reale , cioè quello che corrisponde alla supposizione di 
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A = o ; e le quantità negative hanno similmente infiniti 
logaritmi . ma tutti immaginar] . - . 

Con questi teoremi Eulero ha creduto di metter fine 
«alla fumosa controversia su 1 esistenza o impossibilità de’ 
logaritmi deile quantità negative. 

Se poi si iunalza alla potenza \/ — t l’ equazione di 
sopra , si avrà 

( cos. x ± y/ — i . seri, x) V — 1 — e-F* , 
e nelle supposizioni di cos. x x , seri, x xs o , x a k n. 
si avrà 

iV - 1 _ 

valor reale ed infiniti forme j il primo de’ quali , che cor- 
risponde alla supposizione di k = o , è 1 ’ unità. 

Ponendo poi cos. x — o , seti, x = i , e quindi x — 
sarà altresì 

(±V'-0 V ~ I = «=*=<“+!>» , 
valor di nuovo tutto reale , ed infinitiforme. 

§• 157. Pro/). Sviluppare in serie la funzione tang. x. 
Facciasi 

tang.x =: Ax A^x 3 -f- A s x 5 -f- A-xt -f- ec. 
dove omettiamo i termini contenenti le potenze pari di x 
cd il termine costante per le ragioni addotte al §. 154. 

Cssendo pertanto tang. x = — — — , sarà ancora 

COS • X 

tang. x cos. x = sen x ; 

onde mettendo in luogo di queste funzioni le serie che 
le rappresentano , potremo determinare i coefficienti della 
sene assunta. Ma per meglio vedere la dipendenza de' 
coefficienti 1 uno dall altro , supporremo che nelle serie 
CO e ( 2 ) iu luogo de’ coefficienti numerici si pongane 
rispettivamente 

a ì a l 1 a 5 5 «7 , cc. 

1 5 5 b. 1 J lift , cc. . . 
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Cou ciò si avrà 

( Ax — A^x* -+* A$x$ ■ — A 7 *' -b ec. ) X 

( i •— b. x jc 2 -b b , x* — b 6 x (i -b ec. ) 

= ax — a 3 ac 3 -t- rt 5 j; 5 — x : -+- ec. 

Fatto il prodotto, ordinati i termini rapporto ad x, e 

paragonali i coefficienti cinologi , si avranno le equazioni 
A a 

A$ — Ab % zxz — 

A 5 — A^b-x -b A b, { r= aj 

A-, — A 5 Ò a -b Z>4 — -r/ b G = — «7 

ec., 

t 

e in generale 

Am~ A m — J Ò.J ,-f» si w —4 b ^ — A m — 6 bf, -f- ;£ Ab m — | ~ a m 

dove vale il segno superiore se m sarà un numero della 
forma 4 n -b 1 , c l'inferiore se tal forma non avrà luogo. 
Rimessi poi i valori numerici degli a e dei b , si avrà 
1 2 1 7 

A = i , A 3 = y , A 5 = gl- , = 3757-T 3 5 ec ' 5 

e la serie domandala sarà finalmente 


(3) fcr/u». jc = 


T + 375* + 3 T 5 T 7 T 3 ■+■ 375T7T9T3 + ec - 

Per la convergenza si di questa che delle precedenti 
serie ( 1 ) e ( 2 ) è necessario che sia l’arco x minore del 


3 ' 3.5 ' 3. 5. 7 . 3 ' 3 . 5 . 7 . 9 . 3 


raggio 1 . 

1 58. Prop . Sviluppare l’ arco in potenze ascendenti 
del suo seno. 

Sia sen.x z=zy , e pongasi 

* = Ay h- Bj A -+- Cj 5 -+- Djr' J -b ec, • 
Cangiando x in 2 x anche seti, x si cangerà in 
seti. 2 * = 2 seri, x cos. x , 
e quindi y in 2 j-( r — y' 1 , 

Dunque costituendo si avrà 
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2 x =r 2.Ay(i — -f-8/Q- 3 (i — y 5 )tr •+* 32 Cy ! >(i — jv 2 ) 

-+- i28.Dy 7 (i — y a )a -t- ec. 

Altronde dal canone uew loniano si ha 


i 2 i . i i.j .3 


Ci —y'y* —y* — — Y.3~ 2 3.r ~ RC - 

3 3 i 

O— J a )* = 3 — *+■ ec. 

r > 5 

(i—jr)*= i — ~ J >’ 2 H- ee. 

(i — y a )a = 1 — ec. 

Sostituendo questi sviluppi nell’ ultima equazione , ne 
nasce 

A A 

2 x ~ zAy — A y 3 — -^-y 5 — "g - .?" — ce. 

-i-8Bj' 3 — 12 B y 5 -+- 3 B y' J — ec. 

-f- 32 É?y 5 — 8 o C y‘ -+- ec. 

-|- 1 aSDy 7 — ec. 

Da un altra parte è chiaro che si dee avere 
2 jc z= 2 Ay -f- 2 B y 3 -+- 2 C y 5 2 T)y ‘ H- ee. 

Quindi paragonando i due valori di 2 „Y , av remo le re- 
lazioni seguenti fra i coefficienti , 

! * 

ìAzzz 2 A 
— A -{- 8B = zB 


— ~jr — 12 B,-+~ 3 zC = 2 C 

A 

— -g- -+- 3 B — 80 C -+- 1 28 D = 2 D 

tic. 
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dalle quali si ha 

A = A 

1 ./i 

B = — . -7T 

2 3 

C 1 ■ 3 si 


D = 


2 . 4 ■ 
.3.5 


4.6- 7 


i . 3 . 5 . 7 ^ 

^ 2'. 4 .6.8' 9 


ec. 


e . ritenendo , pel ragionamento fatto al §. 1 54 9 ^ — 1 
avremo finalmente 


*3 


(4) x = y/rc. jen. y := y — 


i_3_ £ 

a . 4 5 


3.5 


.3.5.7 


y J 

- + e C . 


2.4-6' 7 2 . 4 • 6 . 8 

;r 

Se in questa porremo x — -jj- ( chiamando jt la senxi- 

JT X 

circonferenza ) , sarà y = sen. ~r- = — , e perciò 

1 1 i.3 1 


2 3 . 2 3 


2.4 5 


1 1.3. 5 . 7 1 


~ •+* cc - 


it 1 

6 2 

x . 3 . 5 

2 . 4 • 6 ’ 7 . 2 7 2 . 4 • 6 . 8 * 9 

serie da cui colla somma di pochi termini si può avere 
un valore abbastanza prossimo di n , ossia del rapporto 
generale della semicirconferenza al raggio. 

§. 1 Sg. Prop. Esprimere l’angolo x per mézzo delle 
potenze della sua tangente t. 

Fra i diversi arlifizj , che si potrebbero impiegare a 
quest’ oggetto, somiglianti ai precedenti, o dedotti dal re- 
gresso delle sei'ie , noi sceglieremo il seguente. 
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Dividendo Tana per 1* altra le erpiazioni (O) del §. i55 
si ha 

' cos. x -f- v/ — t.sen.x i *+-£v/ — i 

e 1 X\— I 

cos. x — \/ — x . sen. x t — t \J — x ’ 
Prendendo i logaritmi di ciascun membro, » dividendo 
per a V — t 

I l - 4 - tyj — i 

' * 2 yj — i Q§‘ i — t y/ — i ' 

Sviluppando il logaritmo del 2. 0 membro per mezzo della 
forinola (3) del §. i45, cioè cangiando x in t \/ — 1 , 
c prendendo i logaritmi iperbolici, si avrà 

t -t r t y/ — 1 * fi fi fi n 

l °S- = -T+I - y+ec.JV — i > 

e perciò 

(5) x = Are. tang. t = t 
serie elegantissima. 

JT 


fi fi 

5 7 


Se si pone x r= , e perciò tz= 1 , sarà 

n ' 1 1 1 1 


4 — 1 — 3 5 


9 


ec. 


•wero 


< 1 I I » N 

‘-3+T-7+9 - ec ) 

che è la famosa serie , con cui Leibnitz rappresentò la 
semiperilèria circolare. 

jt ' , 

Ponendo poi *g- invece di x , ed osservando essere 

/ 

• - Jt 1' ’ 

7T = 73 » si avrà 

JT Jt / I I I X \ 

6 - V3l l “"3.3. + 5.3' “ 7 . 3 * 
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serie , per mezzo di cui Lagny calcolò il rappqrto approssi- 
mato della circonferenza al diametro con i 2 ~ cifre deci- 
mali, di cui prendendo le prime si ha tr~3,i4t59265 ec. 

§. 160 . Prop. Esprimere il coseno dell’ arco multiplo 
m x per mezzo d’ uua serie , che contenga , le; potenze 
discendenti del coseno dell’ arco semplice x. , 

Dalla forinola (//) del §. i55 abbiamo 
a cos. m x — (cov. x -4- \/— i . seti.*)" 1 •+■ (cos. *— \/— i . seri. x') m . 
Poniamo cos. x — p n onde sia ancora sai., x = \/(* — p a ) 5 
e sostituiti questi valori avremo •; ( , j, , ^ | ... . 

2 cos. m x = [p -f- VC — * ) ] m t P — VC P* ~ * >]'"■ 
Ripigliamo ora le. due equazioni (M) , (N) dpi §. i3'~, 
ed aggiungendole fra loró : ,' trovercnlp i . j * — 

2 cos. mx = i v. 




m(m— 0 


(V 


i-4 _ 


m(m — 4 )<m—0 , 

(lf) m 4 


+’t P r m + m {, p y n - 1 


+■ 




— y 

(*/> 


+ (v> g - 


h ec. 


equazione nella quale non manca che di scrivere cos. x 
invece di p, e di dividere per 2 , affinchè sia soddisfatto 
a quanto fu richiesto. 

§. 1 6 1 . Osserv. Quest’equazione sussiste per qualsivo- 
glia valore di m , ma licl caso che questo sia un intiero, 
il secondo membro si riduce ad un espressione finita , 
giacche i termini della serie inferiore distruggono le po- 
tenze negative , che nascerebbero dalla prima continuan- 
dola senza fine. Quindi nel supposto di m intiero posi- 
tivo o negativo si avrà semplicemente 

m(m— 3) 

2 cos. m x = (ap)"' — m(ipy , ‘-~ 1 q (ap )'" -4 — 


ec. 


m(m—^)(m— 5) *»(m— 5) (m— 0 ) (m— 7 ) 

73 W m “ C + ( 

e la serie dovrà troncarsi là , dove le potènze di p in- 
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cominciano a diventar negative . Ciò è affatto conformo 
alla natura dei coseni. 

Ponendo poi 2 p 2 cos.x zn y , avremo nel caso di 

m iutiero \ 


(6) 2 cos. ni x = 

m(m— 3 ) m(m~ 4 ) (in— 5 ) 


y m — niy m ~' 1 -(-■ 


n"* — + 


— J ce. , 


cioè la serie ( B ) del §. 82. 

Se nel cerchio A B Q E (Fig. 1.* ) il punto B separerà 
un dato arco ADB dal suo supplemento B G E . e sa- 
ranno tirate le corde BA^ BE , ed inoltre il vaggio CD 
al punto di mezzo dell’ arco ADB , anche la corda 
B A sarà tagliata per mezzo in F $ ciò è evidente . Ora 
dalla proporzione A E : A C : : B E : C F , in cui è A E 
r= 2 AC , ne viene ancora BE — zCF 3 e perciò 
BE = 2 cos. ^ AD B , Se pertanto chiameremo ADB 
7=. 2 x , B E =z y , sarà 2 cos.x = y. Ma se x si cangia 
in m x, quest’ reptazione ricade nella (G) ; dunque il se- 
condo membro dell’ equazione (6) non è che l’ espres- 
sione analitica della corda supplementare di un arco m. P !o 
di quello, la cui corda di supplemento è y. 

Moltissime sono le serie spettanti alla Trigonometria i 
che si potrebbero dedurre con metodi somiglianti ai pre- 
cedenti , l’uso e l’eleganza delle quali sono insigni; ma 
nella necessità in cui siamo di limitarci , ripetiamo ai 
nostri Allievi di consultare fra tutte le alire la- Trigono 
metria del Sig. Cagliali, in cui la ricchezza delle cose 
gareggia colla semplicità de’ melodi . 
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CAPO XVIII 

Risoluzione tl'igonometrica delle equazioni 
x n ± i = o , x 2n — A x" H- B = 0. 

Art. I. 

Equazioni a due tentimi . 

* r 

§. 162. Prop. Risolvere le equazioni della forma 

x n — i — o. 

Se n è dispari vi sarà una radice reale positiva ss; 1 , e 
perciò l’ equazione sarà divisibile per x — i : se n sarà 
pari vi saranno due radici reali + t , t , e la pro- 
posta sarà divisibile per X 1 — i . Tolti colla divisione 
questi fattori , le altre radici saranno immaginarie. Rap- 
presenti pertanto aiiy 1 *" 1 una coppia di queste , e 
la proposta conterrà dei fattori della forma trinomialc 
x- — 2 a x -+- a 2 b 2 

in numero — - — se n è dispari , ovvero — - — se ri 

sarà pari . Cerchiamo tutti i valori competenti ad a è 
b , acciò possan rappresentare tutte le radici , di cui 
si tratta . Abbiamo di già accennato al §. 8(J che se 
a -+- b \/ — i è una radice immaginaria dell’ unità , si ha 
sempre fra a e b l’equazione a 2 -\-b 2 = t » la quale , 
per essere nel primo membro composta di due quadrati , 
non 'può verificarsi a meno che non sia latito a quanto 
b < ì . Possiamo perciò porre con sicurezza a — cos. <p , 
essendo <p un angolo che fra poco determineremo, e per 
conseguenza b — \/( t — cos . 2 <p ) = ± seri. <p. Quinti 
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ì due valori conjugati di x saranno rappresentali dalla 
forinola 

x — cos. <p =t V" — * • sen. <p. 

Sostituendo quest’ espressione invece di x nell’ equazione 

x' L = i 

avremo ( cos. <p ± V' — * • seri, tp )“ js= i , 

o sia per la forinola (Q) del §. 1 55 

eos.n <p ± S/ — t . seti. nq> — i. 

Ma perchè quest’ equazione sussista, bisogna (§.42) che 

l’angolo n <p sia tale che si abbia nel tempo stesso 

cos. n<p — t , sen. n (p = o , 

e siccome queste condizioni non convengono che alla 

periferia 2 ir , ed a’ suoi multipli 2 kit , avremo perciò 

i 2 kit 

nep = 2 kit , 9 = — , 

ed il valore di x , sarà 

ikit akit 

x s=s cos. zfc V — 1 . ieri. , 

n v n 5 

onde il fattor generico di secondo grado sarà 

2 kit 

x* — 2 x cos. -4- 1 

n 

dove il numero 2 k potrà avere tutti i valori pari 0,3, 
4 , ec. fino ad n inclusivamente se, n è pari , o fino ai! 
n — 1 solamente se n è dispari j giacche dando a 2 4 de’ 
valori maggiori di' questi ritornerebbero 4 medesimi seni 
e coseni già computati . 

Quindi l’ equazione 

x" — 1=0, ovvero la funzione X' 1 — 1 , 
s« n è dispari risulterà dal prodotto de’ fattori 

, * n 4 * 

<*— I) (a?* — 2x «os . — -+• 1 ) ( ar 3 — 2 a? cos. — -f- 1 ) X 

6jt fi M j 

— 2 x cos. — -|- t) . . . (ar 3 — - 2 x cos. — — — tr -+• * ) j 
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2 là , 

e se 7i è pari dal prodotto 

27 4' T 

(ar — i) ( a? 2 — 2 x co ^- — -+- OC* 2 — 2 .2: cos. — -4- x ) x 

lt / /l 

6<T 77—2 

( a 1 — 3 x cos. — H- 0 . • . (a?*— 2ar to.t. ——7-4- OC* -4- 1) , 

in riti il primo fattore a* — : i nasce dal porre a fi = o 
nel fattoi’ generico , e col prendere il fattoi’ semplice in 
luogo del doppio (ar — t). 2 che ne nascerebbe, e l’ ulti- 
mo (attore x -f- 1 dal porre nel generico 2/1 — 77, o 
prendendo similmente il fattoi’ semplice in luogo del 
doppio (a?--}- 1 

, §. i63. Alla stessa conclusione saremmo giunti anche 
per altra via più analoga a quella che abbiamo tenuto 
al §. 8(1. Ridotta difatli la proposta x 11 — 1 = o alla 
forma 

t t 1 

ar r '-f- — : -4- x r ~ x -4- — — -4- ... -4- x -4- — -4- 1 = 0 

x' x' — 1 ~ :v 

eoi dividerla per x — 1 se 77 è dispari, o per — 1 se. 

77 . è pari , c col dividere in seguito tulli i termini del 
quoto per x r , potremo porre 
1 ' ‘ 

x -4- — =. r — 2 cos. <p, 

e, 7iQ nascerà 1 citazione 

(A ) x 3 — 2 x cos. (p -h 1 = o. 

Ma se x diventa x'' . abltiam veduto (§. idi) . clic y diventa 

r(r~ 3) 

J r — r J' r •+• j " — 1 — ec. = 2 cos. r<f> , 

onde sarà ; . , ... 

t 

x’ -4- — = 2 cos. r<p , 
e quindi l’ equazione 

* 

(B) x ” — 2 x r cos. r cp -f- 1 = 6, 

le quali equazioni (A) c. (B) dovendo sussistere simul r 
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taneamenlc , richiedono che la prima sia un divisore 
della seconda. 

Per determinare il valore dell’ angolo 0 , osserveremo 
che risoluta la (fi) alla, foggia delle quadratiche abbiamo 
x" = co.v. /• tp ± y' — i . sen. r 0 , 
e quindi x Qr z=z cos. 2np ± V — 11 >sen. 2 rtp ( §. i 5 o ) ; 
e risolvendo la oo 

a? = cos. 0 ± V — 1 -Scn .0 ; 
onde nel caso di n dispari =:ar+ i , moltiplicando 
fra loro queste ultime , avremo _ j 

x , '+ l =(co.f. artpiy/ — kot. 2r<p) X 
( cos. <p dr v/ — t • seri. <p.) ; 
o sia riducendo a dovere i termini del prodotto : 
x" — cos. n <p ± \/ — t • seri, tu p == t ; 
e nel caso di n pari = 2 r - 4 - 3 , si* avrebbe similmente 
x ' 1 = cos. 2 <p -j- V — t ■ seri. 3 <p , 
e perciò 

af J ,' +a = ( cos. 2 <p ± V — t • seri. 2 <p ) X 
( cos. 2 r<p ± V — t • seri. 2 / <p ) , 

ovvero 

x"' — cos. n 0 ^sz \/ — 1 . sen. n <p = t , 
come prima. Ma perchè 1 " equazione sia soddisfatta * bi“ 
sogna di nuovo che sia 

cos. n 0 = 1 , seri, n <p £= o , 
onde, siamo condotti come precedentemente ai medesimi 
valori di (p. 

§. t 64 - Prop. Risolvere f equazione tutta positiva 
x n - 4 - 1 = o. 

Questa ha una sola radice reale e negativa =1 — 1 n«l 
caso di n dispari , e nel caso di n pari tutte le radici 
sono immaginarie. Per trovarle supponianìo una di que- 
ste ~a-\-b \ / — 1 , e sarà (come al §. 1G2 ) a? -+- b* n •> 
e quindi si potrà supporre a •= cos\(p , b s= ± sen.ty' 
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Posti questi valori nell’ equazione 

x" = — i , 

si avrà 

( cos. tp ± y/ — i . sen. <p )« = -»- l 

ossia 

coi. « (p ± V" — 1 ■ seri. u <p = — i y 
dalla quale abbiamo congiuntamente 

cos. n <p = — i , sen. n <p =: o. 

Ora gli angoli corrispondenti a queste condizioni sono 
la scmiperiferia n ed i suoi multipli dispari j sarà dunque 

aA + t 

n<r = (3/; + i)i, e <p = — ~ — n. 

Tutti i valori di x saranno (póndi compresi nella formula 

a k -h i a k -4- i 

x = cos. jt v / — t ■ seri. n , 

ed i fintoli di a? grado della proposta saranno tutti rap- 
presentali da 

a X.* -4- t 

x 2 — a x cos. - ir -f- t , 

\ n 

in cni il numero a k -f- i potrà prendere tutti i valori 
t , 3 , 5 , 7 , ec. fino ad n — i inclusive nel caso di n 
pari, o fino ad n nel caso di n dispari. In quest’ ultime 
caso Ira i fattori di secondo grado vi sarebbe ancora 
(ar-f-O^ corrispondente al valore di aX-f-i = ma 
non si prenderà che il semplice cr + i. Perciò T equa- 
zione x u -4- i=o,o semplicemente la l'unzione oc' 1 t 
equivarrà al prodotto 

n 3 ir 5 n 

x 2 —2x cos. — H- i)(x , ~ cos. — cos . — -4- O 

v 7i ' ' n ’ ' N n ' 


zi— t 

(x 7 ~3x cos.— -4- 1 ) . . . (cc a — aar cos. — 7r-f 0 , so n è pari 
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Ji 3^ 5n 

(x ~2X COS. — -j-l)(ac' 5 — 2XCOS. — -f- 1 ) (x a — 2X GOS. -f- 1 } 

7>T /I — 3 

(x*- 2 xcos. -hi) . . . (x a -33-C05. — fl- 4 -i)(ar-f- 1 ) > 
se « è dispari. 

-Voi siamo giunti col soccorso delie formolo trigonome- 
triche alla soluzione completa dell’ equazione x v 4; t-~o. 
e quindi ancora dell’ equazione omogenea x" dr /" :=? o , 
qualora si rendano omogenei i fattori di secondo grado, 
che la compongono, cioè scrivendo invece del fati or ge- 
tti 7T m n 

nerico x a — a * cos. r . — 2 r x cos. — + r 2 . La 

n n 

risoluzione generale. c puramente analitica di siffatte equa- 
zioni, che al (Japo VII. ahhiam veduto, parlando di gradi 
espressi da un numero primo, cs.vr 'fimitata al grado 7 .*, 
è stala da poco tempo scoperta dal Sig. Gauss . indi 
semplificata dal Sig. Lagrangc. Nei non potremmo farla 
conoscere ai nostri Allievi senza oltrepassare di troppo i 
confini a noi prefissi . 

§. il>5. Pnop . Se si dividerà la semicirconferenza d’un 
cerchio in n parti uguali. ( Fig. 2 * ) -/a, ali , Bb , bC . 
de , ec. j e ila un punto O preso sn la direzione del 
diametro AS si tireranno a tutti i' punir di divisione le 
ra’tte 0«, OB , Oh , OC, Oc , , cc. , si avrà 

I y cTa* . oV . Wc . U7l* .*•,..*= KO' 1 + k2 k 

■j:ì OA . Ok' 1 . OC * . Oì? =s KÒ n —KA " . 

Prima di lutto osserveremo clip preso un punto qua- 
lunque M ( Fig. 3. a ) su la circonferenza , e di là con- 
Jolto il raggio A/A , la retta MO , ed il perpendicolo 
MI 3 sul diametro , indi chiamato w 1- angolo A KM rai- 
i irato dall arco A^> M , * la retta A O , r «1 raggio , si ha. 
i\iU l t= MP n -t- (AO-AT.)?.» 
r 2 « -h ( ;c — p cos. w ) 3 
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e falle le debile riduzioni 

MO 1 — x 3 — ora? Cos. » 4- r 3 . 

TC 2 V. 3ir 

Facciasi ora successivamenle w := — , — , — , — ,cc. . 

n ’ n 7 « 7 n ’ ’ 

ed MO\sì cangerà ne’ valori corrispondenli O a' , OB* , 

t Tb\OC 2 , ec. della Fig. i.* j onde separando i valori , ne’ 
quali entrano i multipli pari di f da quelli , in cui en- 
trano i multipli dispari , avremo le due serie di equazioni 


Da 


Ob 


x 3 — 2 rxcos. — -j- r a 
n 

3?r 

ix 3 — 2 rx cos. — * -f- r 3 


Oc 


5ir 

ac 3 — 2 rx cos. — ■+- r 
n 1 




nit 

O d? — x 3 — 3 r x cos. — + r 3 
ec, 

OA =: x — r 


—-a 2T 

:= x 3 — zrxcos. — -+- r 3 
n 


a 4 T 

OC ~ x 3 — 2 r x cos. — r a 

n ’ 

3 Gir 

OD ;=: x 3 — arxcos. — -+- r 3 

n' 

ec. 


Fatti poi i prodotti delle prime equazioni a parte , e 
delle seconde , «d osservando che nella prima serie i se- 
condi membri son# i fattori di x n -f- V 1 , e nella seconda 
quelli di x n — r" , avremo 
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O a* . O b* . Oc * . Od * t= a"' + i« — - /. 7)" _p / /" 

CU .0B \ OC* . OD 1 — — /-' — 77 o" — ìTÌ", 

come al>bi;tm proposto. 

Questa è ]a famosa proprietà del cerchio , conosciuta 
soiio il nome di teorema di Cotes , che ne fu l’ inven- 
tore . i 

§• iG6. Osse/'V. Noi abbiam preso il punto O fuori 
del cerchio, ma se lo prenderemo al di dentro, rimarrà' 
invariabile la i. a parte della proposizione , ma nella a.» il 
segmento 04 prendendo una direzione contraria alla pre- 
cedente, dovrà considerarsi per negativo. Quindi cangiane 
do i segni in ciascun membro , si avrà 
OA . (iti 1 . OC* . OD* = v‘ — .v" =jO" —KO n . 

A r II, 

Equazioni a tre termini . 

§• *67. Prop. Risolvere per mezzo di formolo trigomv 
Hieirichc le equazioni contenute nella forma generalo 
— 2 Ajc h -)- B o. 

Trattandola a modo delle derivative del a. 0 grado, avremo 

a:" — A ± \/(^ 2 _j9) , J = \/lA± v/(^ 2 — 5)]. 

Sia in i * luogo A^ B , e la proposta avrà due radici < 
reali , e tutte le altre immaginarie. Per trovar le une e 
le altre con espressioni trigonometriche osserviamo che 

V 

per supposizione si- ha —j <C i , onde potremo porre a 

VB 

ragione —j- := cos • <p , e quindi Acos.(p~\/B. Fac- 
ciasi ancora A a" a irne di date alia 1 prop cita la 
(una» omogenea - » 
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x" 1 ’ 1 — -f- a 5 " cos. 0 9 = • , 

e posti questi valori in quello di x n , e di x , si otterrà 

n 

x n = a n (i ± seti , 9) ? x •=■ a\/(i zb sen. 9) . 
Chiamiamo 

n n 

nv/(i + sen. 9) = p , -*-* 7 *. 9 ) =?<7 » 

ed avremo le due equazioni 

ac'* — p n = o , x" — q n = o. 

Queste per f articolo precedente ammettono i fattori . 
trjnomiali compresi nelle forinole rispettive 

•ìkn 


x — 2 px cos. 


x* — i q x cos. ■ 


n 

3 k JT 


+ r 


— + v 2 i 

onde si potranno ricavare tutte le radici della pro- 
posta. 

Sia in 2 .° }uogo A 3 < B , e tutti i valori di x saran- 
no evidentemente immaginar). Per trovarli rifletteremo 

A . , „ A 

che avendosi ^j-g < i , si potrà fare ^ g — cos. 9 > ® 

posto 2?== a 2 ' 1 , sarà A = a n cos.q> , e questi valori col- 
locati nella proposta ci daranno risolvendola 

x” = a' l { cos. <p àz V — 1 • sen ■ 9 ) 5 

x = a\/ ( coi. 9 db V — 1 • sen - <P ) — 

<P 




COS. -b V- 

n — * 


i . sen. 




A 

Ma gli angoli dotali del coseno , e quindi del se- 

. SB—A* „ . 

p° 1/ — -g sono gli infiniti seguenti: 

•P 5 a ^=b?:4J r ± < Pj67r± t P)'--j 3 ^ ,r ± < ?5 
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uel,a f l ual scri « <P è il minimo j e s* può esprimere 
timi i numeri pari tla zero (ino all’ infinito. Sostituendo 
pei tanto nel valor di x lutti questi angoli ad uno ad 
uno, si avrebbe la serie di valori 

? 




cos. — -4- %/■ 
n v 


9 \ 

. sen. — ) 

n J 


pc =: cos. 


2 n ± <p 


a ± 9\ 

db V — 1 • ««. ) 

n J 


n 


f 4*±9 
’ — \ cos • — - — ± V- 


4 v ±V\ 

■ sen. ) 

n J 


ee. 


oc 


Ma osservando che se si dà a a* un valor più grande 
di n ritornano i valori di già ottenuti, si vedrà che l’ ul- 
timo termine di questa serie sarà 

nir zk 9 un db <P' 


f nn ± 9 nv i 

— ni cos. 4; \/ — x jsen. ) , 

v n n / ’ 


se n e pari - 3 


x = cos. 


(n-i)v±<p 


i iz\/ — i . sen. 


(n—i)ir ± <p 


)- 


n ' n 

se n è dispari . 

Nell un caso e nell’ altro è facile a vedersi che il nu- 
mero totale de valori di a? è 2n nè più nè meno. 

Riprendiamo il primo valore di x , in cui <p c un a®- 
golo generico , e formiamo ì due fattori lineari 


x — a cos. 


_9 

n 


, 9 

■ny — i . sen. — 
n 


9 7 

x — a cos. — -j-a yJ — i .sen . — 
il n 

ed otterremo col loro prodotto il fattore generico 'di 2 ^ 
grado 

9 

x* — 2 a x cos. — 4- 

n > 


xa 
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in cui se a 9 daremo tutti i valori precedenti , avremo 
i fattori 


x 3 — 2 axcos . — + « s 
n 

a»±? 

2 axcos. — r — 4- « 


2a x cos. • 


n 

4 ,r _dt9 

n 


+ 


ec. 

fermandoci al fattore 

n» : t 9 


x — 2 axcos. 

se /i è pari , 
ovvero a 


n 


? 

■+• a 5 =: x 3 -f- 2 a x cos. — + a 3 , 
1 n 7 


x 


2ax cos. ■ 


(n- i)*±* 


n 


•f a 1 , se n è dispari 


£'s. Cesi i fattori di 2? grado delia forinola 
x 6 — 2 <i 3 x 3 cos. ip f tt S 
sarebbero , in grazia di n = 3 , ed n — 1=2 

( <p x / 2 K -f- tp v 

x 3 — 2<zx cos. -j- + a J W x 3 — 2ax cos. - — g — 4- a 3 Jx 

» 

2 7t — <p 


( 


x' — a axcos. 


+ a 3 ). 


Similmente quelli della formola 

x 8 — 2 a 1 x 4 cos. <p -(- «* 

saranno 


^x 3 — 

A 


2 ax cos. 


2ax cos. • 


7 ^’X 

2 7T <p 


2 .ax coi. 


2t -f- q> 


4 


+“‘X 


x 3 4- 2 ax cos. 


a 3 )x 
4 + 


e cosi di seguito. 
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§. i68. Prop. Se nella circonferenza d’un circolo (Fig. 
4 1 ) si prende un arco AL — i p, e l’arco AB — — • indi 

Il 9 

incominciando dal punto B si divida la 'Circonferenza in 
n parti uguali BC , CD , DE , ec. , Bc , cd , de , ec. : 
poi preso un punto O fuori o dentro del cerchio sul 
diametro che passa per si , si guidino le rette OB , OC. 
OD , ec. , Oc , Od , Oc , ec. , sarà 

OB 2 .OC'.ÒD* ò? . o7z a ; a? 


s= HO an — 2 Ksl n . A 0" coi. f + KA™. 
Imperciocché preso un punto qualunque M su la 
feria ( Fig. 3.* ) , e chiamando KO szs oc ì KA =: 
l’angolo misurato dall’arco A NM , sarà come al §. 
J/O = — aai coi. w -f- a a 

Cangiando w in cp , 3 ir -q~ <p 5 ^ ^ -f- <p , 6 ir -f- tp 
cd osservando essere 


AB = i- 


peri- 
U , w 

i65 


ec. , 


AC =Z AB + BC : 


9 + 3 » 


n 


<P -4- 47T 

AD = y/A + o.BC = . 

zi ? 

ec. 


<P 2 7T 

/ c = AB — B c = 

n 

cp — 4 tr 

A d t= AB — 2 B c ^ 1 — - 

n 

ec., 
si avrà 
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<p 

Oif ss ar 2 — 3 et x cos . — -f- a 1 

, 3*-t-<P 

OC ;= x a — - 2 axeos .' — - — -+- d x 

— u 4* + ? 

OD — x ' 1 — za x cos. — - — -+- a 

te. 

2tr — (p 

Oc = x* — z axeos. ■+• 

n 

5 4 T — 9 

Od = x 2 — 2 ax cos. — - — -+• 

ec. 

onde moltiplicando tutte queste equazioni si avrà nel a" 
membro il prodotto di tutti i fattori contenuti nella for- 
inola x a " — 3 a n x" cos. <p -f- , che tradotta in linee 

forma appunto il a? membro dell’ uguaglianza che si è 
proposto , e che sussisterà senza nessuna variazione an- 
corché il punto O si trovasse dentro del cerchio . 

Questo teorema , in cui è incluso il precedente di Coics , 
ò di Moivre. 


a* 

a* 
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Dello spezzamento delle frazioni razionali composte 
in altre più semplici. 

5- 169. Prop. Una frazione razionale della forma 

a -f- b x 4- c oc* -f- hx"— ‘ 

a’ -\-b’x -f- c'x 5 -f- l' 00 " 3 

in cui la massima potestà della indeterminata x nel nu- 
meratore manca almeno d’ un’ unità dalla massima del 
dejiojninatore , si può sempre spezzare in tante frazioni 
parziali , quanti sono i fattori razionali del denomina- 
tore . 

M 

La frazione proposta si rappresenti con , ritenendo 

N del grado n , ed M del grado n — 1: suppongasi inol- 
tre essere N = PQ , cioè essere il prodotto di due po- 
linomj razionali P , Q , de’ quali P sia del grado p , e 
quindi Q del grado n — p. Facciasi 
M _ £_ 

~N ~ ~P + ~Q > 

in cui F sia del grado p — t . e G del grado n — p — 1 , 
ed amendue da determinarsi se è possibile. Avremo dopo 
tolte le frazioni 

M—FQ + GP 

equazione che sarà vera se lo sarà la precedente. Ma 
FQ è un prodotto di grado p — 1 -f* ri — p z=z n — x » 
e similmente GP del grado p n — p — 1 •=: n — 1 ; 

dunque essendo anche HI del grado n — 1, l’equazione 

M = FQ GP 

è legittima , e con essa la precedente. Di più essendo 
AI un polinomio di n termini , avrà n coefficienti già 
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determinali , cd essendo del pari J\) -f- GF altro poli- 
nomio di n termini avrà anch' esso n coefficienti, che si 
potranno determinare col paragone di quelli del primo 
membro. 

Sia ora N — PQR , cioè siano tre i fattori del deno- 
minatore della data frazione, e sia P di grado p , Q di 
grado q , ed R dei grado n — p — q , e sussisterà 
r equazione 

M_ __ F_ G_ H_ 

N — P + Q + R ’ 

in cui F , G , II sono polinomj a coefficienti indotermi* 
nati di dimensioni p — t , q — i , n — p — q — i rispet* 
livamente. Da questa si ricava 

M^2 FQR -f- GPU + TJPQ , 
in citi il primo prodotto è del grado 

p — i -f- q + n — p — v q — n — i ; 
il secondo del grado 

q — x t p + « — p — 7 = n — i j 

e finalmente il terzo del grado 

n — p — q — i p + q — n — x. 

Dunque essendo ambidue i membri di ugual grado avran- 
no ugual numero di termini, c perciò i coefficienti in- 
determinati del secondo membro potranno determinarsi 
tutti per mezzo di quelli del primo che sono dati . 

Se i fattori del denominatore M fossero in maggior 
numero , si seguiterebbe a ragionare nello stesso modo 
Dunque la data frazione si potrà spezzare in tante fra- 
zioni parziali quanti saranno i fattori razionali del deno- 
minatore , come si è proposto. 

§. 170. Àbbiam supposto clic il grado del numeratore 
fosse minore di quello del denominatore almeno di un 
unità: se questa condizione mancasse, vi si supplirebbe 
col dividere il numeratore pel denominatore , e spingere 
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la divisione finché si ottenesse un quoziente , in cni , oltra 
alcuni termini intieri, vi fosse un residuo dotato della ri- 

i x 1 * 

chiesta qualità. Così il rotto ^ , fatta la divisione 

per rapporto ad x 3 , diventerebbe 

2 

x a — i -j- — 7 “ , 

1 i -+- x a ’ 

la cui parte frazionaria ha la condizione prescritta. 

Ciò premesso , per decomporre una frazione razionale 
nelle sue parziali si cercheranno i fattori del denomina- 
tore , trattando questo come un’ equazione. Questi fattori 
possono essere di quattro qualità , cioè 
j" reali disuguali j 
3? reali uguali ; 

3° immaginar) disuguali j 
4? immaginar) uguali . 

Questi quattro casi debbono essere contemplati distinia- 
mente. 1 

M 

§. 17 1. Prop. Decomporre una data frazione -jy- nelle 

sue parziali , quand' essa non contenga che fattori reali 1 
e disuguali . 

Suppongami p -f- qx , p' -f- q' x , p" -+- q” x , ec. gii 
n fattori del denominatore N. Pongasi la frazione pro- 
posta uguale ad n frazioni aventi ciascuna per denomina- 
tore uno di tali fattori , e per numeratore una delle co- 
stanti indeterminate A , B , C , ec. 3 quindi la frazione 
generica 

a -\- b x c x 3 -f - h x’‘~ l 

a' b‘x - +- c'x 3 . . . . -f- V x' 1 * 

, A B H 

si poua p^_(j V -f* p q‘ x "h • • • p(n 1)4- qtp-'ix ? 
e. non resterà che da determinare i numeratori A ,B,. . .,11. 
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Riducasi periamo l'uno e Tallio membro al comun de- 
nominatore (p-j-qx^Qp’-f-q’x) . . (p< n ~ ■> -p q( n ~'^x) , die 
por ipotesi si uguaglia ad a 1 b'x -f- . . . . -\-l'x n , e can- 
cellato questo da ciascun membro rimarrà T uguaglianza 
fra i soli numeratori. Trasportando in un sol membro 
tutti i termini ordinati ppr x , ed uguagliando a zero ad 
uno ad uno i coefficienti delle podestà di x , si avranno 
tante equazioni quante sono le indeterminale A . B , oc., 
e perciò potremo determinarle tutte , con che saranno 
trovate le frazioni che si domandavano. 

. . t — 3 x — x 2 

Es. Sia la frazione = r. 

o — 7 x -p x 6 

Cerchinsi i fattori del denominatore ponendolo = o, e 
trattandolo a guisa di equazione , e si troverà che questo 
ha tre fattori tutti razionali (x — i) , (x — a), (x-j- 3). 
Pongasi pertanto 

i — 3 a: a ? 2 ABC 

6 — 7 x -p a: 3 T~ x — i x — a ' x -p 3 
e ridotto il a* membro al denora.* ( ’x — i)(x — 2)(x4"3) , 
rimarrà fra i numeratori T uguaglianza 
i — 3 x — x 2 = 

AQx-t^Qc +3) + Z?(x-i)(x4-3) + C(x~ O(x-a) , 
e sviluppando i prodotti, e trasportando i termini dal if 
membro nel secondo, si avrà 

Ax ’ -p Ax — 6 A 
4- Bx a 4- — 3 B 

* -f- C* a — 3Cx -j- a C 

-p x" 1 -p 3 x — i 

dalla quale uguaglianza si ricavano le seguenti 

A 4~ B -p C -p i xx o , A -p a B — 3 C 4~ 3 > — o , 

6 A -p 3 B — a C 4-1 = 0 , 
le quali maneggiale a dovere ci danno 
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i5 


II 


35 


C=z — • 
20 * 


20 ' 20 
•li de il rotto proposto equivarrà alle tre frazioni 

i5 36 i 


20(.V — l) 20 ( X — 2) 2o(x-f-3) ‘ 

§. 172. Si potrebbe compendiare questo metodo po- 
nendo nell' eguaglianza 
1 — 3 x— x a = 

.^(r-2)(x-p3) -+- B(x~i)(x -f- 3 ) -f <^( a*— i)C Jc— a) 
uguale a zero uno p*r volta ciascheduno de’ fattori 
x — 1 , x — 2 , *: 4- 3 . Ponendo difalli x — 1=0, ossia 
x= 1 , e sostituendo questo valore invece di x , l’ ugua- 
glianza precedente diventa 

3 i 5 

— 3 — A X — 1 - A i da cui si ha A z=.~r = — . 

4 20 

Ponendo x — 2 = 0, si ha 

— 9 = 2 ?. i. 5 , e B — ~ -7-= — — . 

3 5 20 

Facendo finalmente x-f -3 = o, ossia x— — 3 , si ottiene 


1 = C X — 4 X — 5 , ossia C = — 
1 20 


appunto come dianzi . 

Chiunque può di leggieri accorgersi che questo me- 
todo si può estendere a qualunque frazione razionale, il 
cui denominatore abbia lutti i fattori reali e disuguali. 

Eulero nella sua Introduzione ha insegnato lo spezza- 
mento delle frazioni con un altro metodo più elegante e lu- 
minoso. A noi però basta di far conoscere nell’ argomento 
di cui si tratta , e che c di tanl’ uso nel Calcolo Integrale , 
il metodo di Gio. Bernoulli. 

§. 173. Prop. Trovar le frazioni parziali di una data, 
quando questa contenga nel denominatore de' fattori iram»- 
ginarj . 
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Prima osserveremo t ur volendo ritenere nelle frazioni 
parziali i fattori lineari tuttoché immaginarj ( come tal- 
volta si fa ) , basterà applicare a tpiesto caso il metodo 
della proposizione precedente. In questo modo la frazio- 
ne ner es. ~r. , che ha nel suo denominatore i fat- 

1 x'- -1- i 7 

tori Ar -f-V — 1 ? ■* — V — 1 , si spezzerebbe nelle due 

A B 

.t + V — r x \/ — J 1 
e si troverebbe 


I 



onde sarebbe 


I 



i - 1 r 1 

x 5 1 a v^ - " 1 ■* + V — 1 


I 

X—\/~ 



Ma siccome d’ordinario si cerca di schivare ne’ risultali 
le espressioni Immaginarie , perciò ci ricorderemo che 
se un'equazione, e quindi aurora una formola ha un fat- 
tore x~-a — JS\/ — i, ne ha sempre un altro x — ! 

conjugato col primo , in modo che il loro prodotto è. 
sempre reale ( §. 4 2 )• Periamo quando il denomina- 
tore della frazione proposta abbia di siffatti fattori , rm 
riterremo il loro prodotto lutto reale, e la frazione pro- 
veniente da questo fattore di secondo grado sarà della 

Ax -f- B 1 

forma — r , cioè di numeratore tale che sia un 

ji -f qx -f- rx a ’ 

polinomio in x di una dimensione di meno del deno- 
minatore. 

I eoe invienti A , B si determineranno collo stesso me- 
todo della proposizione precedente, ridneendo amendue i 
membri al conimi denominatore, c paragonando fra loro 

t soli numeratori 
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Così per esempio la frazione 

x 3 — 3 x a — 2 x -+- i 
x 4 — 19 r a • — ioo X — 91 

avendo il denominatore che risulta dal prodotto de’ due 
fattori razionali di a" grado (x a 4-5x-f- i3)(x a — 5x— 7) (§.77) 
si potrà risolvere nelle sue componenti , ponendo 
x 3 — 3x a — 3 x 4- x Ax -f- B Cx -f- D 

x *— 19 X 3 — too x — 91 x a -f- 5x 4 - i3 x a — 5x — 7 ’ 

Togliendo i denominatori, ed ordinando i termini denaro» 
dotti si formeranno le seguenti colonne 

Ax 3 — 5 Ax 1 — 7 Ax 

4~ Bx 1 — 5 Bx — 7 B 

4 -Cx 3 x 3 Cx 

-+- Dx 2 4- 5 Dx - 4 - 1 3 D 

, — x 3 4- 3 x 2 4- 2 x — 1 

Annullando poi ciascuna colonna separatamente si avrà 

A -f- C — 1 ~~~~ o 

— 5A+ B 4- 5 C 4- D - f- 3 = o 

— 7 A — 5B -f- i3 C-j-5D + i — o 

— 7 2? 4 - i3Z>— 1 =0, 



* dalle tjuali si ricava facilmente 


A =~ 

70 


B — 


x46 

70 


c __ 33 



e quindi 

x 3 — 3 x 2 — 2x-(-i 37x4-146 33 x +84 

* 4 - 19* 2 ~ toox— 91 7o(x z 4-5x-f-i3) 7o(x i -5x-7) ' 

Siccome poi quest’ ultima frazione ha un denominato- 
re , i di cui fattori lineari sono reali sebbene irrazionali , 
così questa si potrebbe spezzare in altre due frazioni d» 
denominato!' lineare- 
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(p — (fx) tt 5 Ui 

cui M è un polinomio di n—i dimensioni al più, si può 
sempre speziare in tante frazioni coinè 

A B C 11 

— _i_ _i_ 4. 

(p — rj x )’ 1 (p — (p — qx') n ~~ t ‘ ” p — r?.v 

n numerator costante , quante sono le unità in n. 

Essendo M della forma a + bx - f- cx x hx n ~~ l , se 

ridurremo l’un c l'altro membro allo stesso denomina 
toro . si avrà fra i numeratori f uguaglianza 
a -f- bx -}- ex 2 . . . 4- Iix n ~ l = 


§. i ~t\. Pròp. Una frazione della forma 


A + B(p — qx) -f-CCp — qx) z . + //(p — 7*)"-' . 

E siccome da questa col paragone de’ coefficienti omologi 
si possono determinare tutti i numeratori A > B , C , cv.. . 
perciò sarà sempre possibile lo spezzamento proposto. 

Que.la proposizione inckiude il metodo con cui si 
debbono trattare le frazioni di questa natura. Passiamo 
agli esernpj. 


Sia proposto il rotto ^ x 

A 


■x 


B 


Pongasi C 3 __ >v)3 = + (3 __ x y + • 

Ridotto il a* membro al denominatore del primo, si avrà 
V uguaglianza 

a — x*= A 4- /?(3 — x) + C( 3 — *)* , 
e sviluppati i prodotti e trasportati tutti i termini in un 
sol membro 


A — 

4- 3 B 
4 - 9 C 
2 

e ponendo 
equazioni 


Bx + Cx z 1 
6 Cx 4- se’ j = o 

o ciascuna fila verticale 


I 


si avranno le 
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A 3 B t<j £? — • a = o , « f 6C = o, C -p i = ó 
dalle quali si ricava 


^ = - 7 , 5 = 6 , C=_ Is 

onde sarà 

a — ** 7 6 * 

(3_*)3— (3 — *)» + (3 — ,)* ~ 3^ • 

5- *75. Qualora il denominatore del rotto oltre un 
numero di fattori lineari uguali contenesse dei fattori 
ineguali, o immaginarj , non si avrebbe olio a combinare 
le regole delle proposizioni precedenti con la presente , 
* si determinerebbero i coefficienti al solito. 


Così il rotto 


I X -j— 2X 3 


*('— M)(i-f-#4-x 3 Xi — *) 2 ’ 31 P om ’^ >e 


A 


x 


+ 


B 

14 -x ~*~ 


C+Dx E F 

l-f-X + X* (l — x) z +■ 1 X » 


e fatta la riduzione al coittun denominatore , si avrebbe 
I — oc -+- ax’ = 

-^(*+aO( i+af+ar 9 )(i — ar )* -f- ^xCr-px-px’Xt xV 

*+■ (C-pZ>x) ar( i+x) ( i — x) 2 4- &(it*)(i + x + r') 
4--5a?(t -Px)(i — x)(i-px-j- x a ) 

stolti i quali prodotti si troverebbero le seguenti equa- 
zioni per determinare i coefficienti , cioè 

B -+■ C + E+F=—t , 

— A — B — C + D + %E-t-F=z2, 

— A — C — D -\- 2 E — o , 

- 5 - 4 - C— f) -+. E — /’ = 0 , 

.// -j— B — {— ~~ o , 


dalle quali si ricaverebbe 


Sai.; dunque il uolto proposto 
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i — x-f-ar 3 

i(ifj;)(ita; + i' i )(i — cr) a 
( i 1(2 — :r ) 1 1 1 1 

x i-j -oc 3 1+x-f-x 2 3 ’ (1 — x) 2 3 ' (1 — a?) 

§. 176. Prop. Decomporre una frazione nelle sue par- 
ziali quando il di lei denominatore contenga dei fattori 
immaginarj multipli . 

Siccome il prodotto di due fattori immaginarj è sempre 
della forma trinomiale p qx-\- rx 3 , cioè tutta reale , 
cosi se i medesimi fattori saranno contenuti due , tre , 
e in generale k volte nel denominator della frazione , 
questi si ridurranno alla forma 

C p-\-qx-\-rx*y , (p-\- qx -j- rx 2 ) 3 , ec., (p-f- qx+rx*)*. 
Ora per trovar la frazione oriunda dal fattore generico 
(p “h <7x-j~rx 2 )* si dee osservare che una frazione , come 
a -f- bx ex ' 1 -f- .... -(- hx lk ~ l 
(p + qx ± r* 2 )* * 

si può svolgere nelle seguenti , cioè 

A •+• B x C -f- D x 

ip -+- q x-+- rx 3 )* (p -{- q x -ì-rx x ) k ~ l " + ’ 

M~h Nx 
. — - 

P -+• qx~\-rx % 

tante di numero quante sono le unità in k. Ciò è evi- 
dente se si riflette che ridotte tutte queste frazioni al 
denominator comune (p-{-qx -hrx a )* , il numeratore 
diventa un polinomio del grado a k — x appunto come 
quello del primo membio , e perciò si hanno tante equa- 
zioni fra i coefficienti «pianti sono i coefficienti medesimi 
A , B , C . . . M , N da determinarsi. v 
Così si porrebbe il rotto 

1 — * 3 A-\-Bx C-+- Dx 

C\ — x-f-* 2 ) 2 (1 — x-p.* 2 ) 3 + 7— x x 2 5 
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« ricucendo la seconda frazione al denominator dell’ altra 
cd uguagliando i numeratori, si avrebbe l’equazione 
A -f- li x -f- Ox'-* — f- ]J x 3 ] 

-4- C — Cx — Dx 1 -f- a:- 5 • — o 

— i -+- Dx J 

da cui si ottiene 

-4 4-G i=o , B — C4- — o . {? — /)=: o, Z>4- 1 — r> 

e finaljuente 


A = 2 , B — o , D = 
e quindi il rotto proposto 

i — x 3 


i -4- x 

X ~ — X 
X X^ 


i — *4-* (x — x-t-x 3 )^ 

Si* per a" esempio il rotto — T„ 

1 ‘ ’ 1,1 

questo il fattor (14- x 1 ) /| del denominatore contiene 
quattro fattori di secondo grado tutti uguali , ed irresolu- 
bili ili fattori lineari reali -, il fattore i + x* ci sounnini- 
stieia delle altre frazioni die potremo calcolare in se- 
guilo. Intanto porremo 


* ”** -A + B x C -4- D x 

(i+^W+x 1 ) = (Tho? + (! •+■ x*y + 

E-hFx G 4- li x f'+./'/'r + CV + DV 1 
('+*") 1 + i+f ' “*■ i 4 -a 4 ‘ 

Jtidueendo amendue i membri al comun denominatore , 
ed ordinati tutti i termini in un sol membro , si avranno 
le equazioni 

A -+* C -f- E 4- G 4- A ' — o 

A 4~ D -4— 1 ’ -4- il 4— H‘ — — 1 : — o 

6 4- 2ÌS -4- 3G -t- i\A' -4- C 1 ~ — o 
D + 2F -T- 3 H -4- 4# 1 + /I'-m — o 

4 - 6' -4- 2# —j— 4G -f- 46" 4- CLT s=, 0 

h 4- jD 4- 24' 4~ 4// 4~ 4 -^ 4~ Gjfc 1 ' zxz » 
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C + \G •+■ \A' •+• 6 C’ ss • 

D 3j p + 4// -+- 4/?' 6/)' = o 

£ _h 3 G -+- -+- 4 C’ = o 

ir 3// -4- 4- 4 /?' = q 

G-f- C' = o 

H- h D' = o. 

Queste equazioni opportunamente maneggiate sommini- 
strano 

A — o , B se 1 , C = o , I) = t , £ = o , F o , 
G=ro, II= — \, A'—O , — G' = 0, 

/)'— ì , e perciò sarà 

ar — a ? 3 

(1-+- a? 3 ) ’* (i-+-3r‘ ) 

x * ^x — ~x 3 

(i-q-x*)'* i-t-x 3 i-t-x 1 

Se adesso si volesse sciogliere anche 1 ’ ultima di queste 
frazioni nelle sue componenti, bisognerebbe trovare i fat- 
tori di secondo grado del denominatore t x 1 , Appli- 
cando pertanto a questo denominatore il metodo impie- 
galo al §. 75 , cioè dividendo la forinola x 4 -+■ t pel 
trinomio x ' 2 — p x -+- q , si arriverà al residuo 
(p 3 — 3 /»< 7 )x — Qp*q — < 7 a ) -+- 1 
che non essendo pivi divisibile per x a dovrà porsi uguale 
a zero indipendentemente da x , di modo che si avrà 
separatamente 

_ - ipq — o , — p* q •+• q " 1 -+- 1 “ o. 

La prima darebbe invero p — 0, p 2 z=z 2 q , ma il primo di 
questi valori sostituito nella seconda darebbe q* -+- 1 =0 , 
ovvero q = ± v" — 1 valore immaginario , che ci inse- 
gna unicamente che 1 -+» x 1 si può riguardare come il 
prodotto dei due fattori immaginar) 

(* 2 -t- V — O C * 2 — V — O j 
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ma il secondo posto 'nella seconda equazione ci dà <7=1 , 
onde si ha anche p 2 z=z a, e p = ±\/ 2 - Dunque sarà 

I+/ l =(l+X\/2+X , )(t XV^-J-X*). > 

Trovati così i fattori di questo denominatore , la frazione 
potrebbe risolversi in altre dut , aventi ciascuna uno di 
questi fattori per denominatore pel §. 17 1. 

CAPO E. 

Nozioni generali su le serie , ed origine delle serie 
ricorrenti in particolare. 

t 

§. 177. Chiamasi serie un aggregato di quantità che 
vanno succedendosi per mezzo de’ segni -+- e — , ed il 
cui numero può accrescersi indefinitamente , ed anche 
andare all’ infinito. Acciocché una serie sia sottoposta al 
calcolo , i suoi termini debbono esser regolati da una 
qualche legge analitica conosciuta , o almeno se ne deve 
conoscere qualche proprietà per mezzo di cui si possa 
scoprire la relazione fra i termini. 

Nelle serie si debbono considerare questi quattro ele- 
menti ; i.° [indice 3 a.° /’ equazione di relazione ; 3 .° il 
termine generale ; 4“ *7 termine sommatorio. 

L’ indice è un numero che indica il posto che occupa 
un tal termine in una serie : così l’ unità è f indice del 

1 ? termine j il 2 l’indice del 2? 5 ec. , r l'indice del 

# 

j -Siimi 

L’ equazione di relazione è 1 ’ espressione analitica della 
legge con cui un termine della serie deriva da uno O; 
più di quelli che lo precedono. Cosi in una progressione 
geometrica 

1 -t - p x -(-/>’ x a -4- p 2 x 3 -4- p 4 x* ■+• ec. 

un termine qualunque uguaglia il suo precedente moltipli- 


/ 
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«alo per p x , onde se chiameremo Q il coefficiente della 
potestà X' , sarà 

Q x 1 — P x r ~ 1 . /' x , c però Qr=Pp: 

Il termine generale è una funzione dell' indice generico 
r , la quale somministra un qualsivoglia termine della 
serie , qualora si cangi r nell’ indice particolare di «pici 
termine. Cosi r 2 -+> r è il termine generale della serie 
3 , G , 12 5 30 , 3 o , ec. , perchè dando ad r il valore i , 
si ha il primo termine 3 ; dando ad r il valore 3 ne 
nasco il secondo 6 j dando il 3 ne nasce il terzo 
12 ; ec. 

J 

Il termine sommatorio , che si dice ancora somma ge- 
nnaio, è un’altra funzione dello stesso indice /•. la (piale 
somministra la somma di tanti termini della serie quante 
sono le unità nell’ indice medesimo . Ponendo pertanto 
nel termine sommatorio r= i , non si prenderà che un 
termine della serie j se si porrà r — 2 , si avrà la somma 
di due termini $ e posto r= ioo si avrebbe la somma 
de’ primi cento termini della serie $ co. 

§. 178. Se F equazione di relazione c indipendente 
dall’ indice r , cioè un termine qualunque derivi da alcu- 
ni che lo precedono moltiplicali per quantità costanti , la 
serie allora prende il nome di ricorrente. Tali serie na- 
scono dallo sviluppo di frazioni razionali. Le serie ricor- 
renti si dividono in ordini : se un coefficiente dipende da 
tm solo de’ coefficienti precedenti, la serie si ilice ricor- 
rente del i.° ordine $ se dipende da due, si dice ricorren- 
te dell’ordine secondo j c del terzo se dipenderà da trej 
« così di seguilo. 

§. 179. Prop. Dato un rotto proprio c razionale, che 
sia ' una funzione dell’ indeterminata or, svilupparlo in 
serie, e trovare l’equazione di relazionò! 

■ "• ; . > ’t 
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Sia da prima il denominatore del rotto una forinola 

x 

lineare in i, onde esso possa rappresentarsi con ■ 

Fingiamo perciò I 

* __ , ' .. . .... j • 

a-\-bx 

A „ •+■ A x X A ^ X* -+• A 3 X$ -+- . . . . -4- A r X r -f- ec. : 
dove invece de’ coefficienti A , B , C , ec. akhiani preso 
piuttosto la lettera A col suo indice al piede per in- 
dicar più facilmente il loro rango. Per determinare tutti 
questi coefficienti moltiplichiamo pel denominatore , ed 
otterremo l'equazione identica 
aA 0 -+- ciA , x H- ciA* x* ri- . . . *+• aA, x* -p . . . ) 


bA 0 


x • 


6>A t x- 


bA r 


i x r 


X)a questa si ricava prima di tutto l’equazione 
a A a — x — o } 

la quale serve a determinare il primo coefficiente A 0 
per mezzo di «j indi si ha 

aA v - 4 - bB 0 =o, aA^-\-b A l -=.o ^ ) . . ,,aA r -+-bA,_, r= o. 

b 


L’ ultima dà A r = 


a 


A r i , ed in questa sono evi- 


dentemente comprese tutte le precedenti. Un coefficiente 
pertanto della serie ottenuta deriva dal suo precedente' 

: ... , • b ■» 

con moltiplicar questo per la quantità costante — — — . 
Quindi sarà 

b bx b°x b^x 

^ 1 a a 1 5 2 J 1 a x 5 ec ' \ 

onde è trovata la serie oriunda dallo sviluppo della fra- 
zione proposta , ed essa è decorrente del i.° ordine. 

Se si metteranno i valori de’ coefficienti trovati, si avrà 

x x b b -1 b r 

7~7~ = — — x — 2 se -I- « ~ -r x a ~ . . . ± « ~,3T 7 -F Cf ‘- 

a + bx a a À a ó a lrh> 
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dove vale il segno superiore per r pari , e V inferiore 
per r dispari . Dunque il coefficiente generico della po- 

... b< ■“ 

tenza cr r e trovato, e si ha A r ssz =fc a. .. Questa - 

stessa serie si ottiene ancora colla semplice divisione , 
coma ognun può vedere. Inoltre essa non è altro che , 
una progressione geometrica di forma affatto generale ; 
dunque qualunque progressione geometrica è una serie 
ricorrente del if ordine. . 

§• 180. Sia adesso un rotto, il cui denominatore sia 

una formola in x di secondo grado . come j 

a-]-bx-\-cx * ' 

A fine di poterlo sviluppare fingeremo qui pure 
n-\-JSx 

(i-\-bx-j-cx ‘ 2 ^ 0 i 3 - “f" A ■xx ~\~A$x^ • • • A r ar r -f- ec. 

Moltiplicando al solito pel denominatore , si avrà 
dA 0 -)-aA x x-\-aA ~\~aA ' 3 a? 3 . . .-4- aA r x r *4- . . . j 
— « -\-bA 0 x-^~hA l x' ì -\-bA^x z . . :~^-bA r . l x r -\- . . . j ~o, 
— fix -\-cA u x* + cA t x * . . . -\~cA r . 1 x >-\- ... . j 
Le due prime file verticali somministrano le due equa- 
zioni 

a A o — <% xx o , a A , -4— bA 0 — j? xx o 
che servono a determinare i due primi coefficienti A a , A , 
della serie j le altre somministrano 
ttA a -4“ bA , -4- cA 0 zx: o 
aA$ -4- bA % -j- cA 1 — o 
ec. 

c iA r -4- bA r . t -4- cA,.x zzx o , 

le quali mostrano ad evidenza clic un termine qualunque 
dipende da due che lo precedono , giacché si ha in. 
genere • 1 • 
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• ■ . , ■ - > i , b c 

I coefficienti Costanti — - — • , — — si ci ù a in ano i teo- 

CL CL 

mini della- scala di relazione ,, e la serie è ricorrente de! 
seeond’ ordine. 

§. x8i. Un rotto razionale di terzo grado darebbe 
l’ equazione 

a. -f- jJ x y x a 
a -f- b x -f- ex 2 -+- di r 3 

A a -\-A l x-+-A ì x‘ ì -\rA z x' i -+- A x x f > h A r x r -+- . .. 

e collo «stesso processo, dopo avere ottenute le tre prime 
equazioni che servono a determinare i primi tre coeffi- 
cienti A„ , A t , A? per mezzo delle costanti x , j$ , y , 
e che sarebbero 

A 0 — « = ò , aA x h* bA 0 — p = o , 
àA a -f- bA t •+■ cA a y xx. o , 
si otterrebbe 1' equazione di relazione 

ttA, -4— & «q— c A r — j —f— cl.'l , j o , 

da cui- si -at^ebbe . > 



cioè un termine qualunque per mezzo di tre che lo pre- 
cedono , moltiplicati rispettivamente pe’ coefficienti 


( b c d 



che sono i termini della scala di relazione ; e la serie 
sarà ricorrente del terz’ ordine. 

In generale per un rotto il cui denominatore sia un 
poli uornio razionale in x del grado jn , si avranno m 
equazioni dipendenti dagli m coefficienti del numeratore, 
indi si avrà l’ eqvfaaione di relazione fra gli altri coeffi- 
cieuti della forma ' - 

(/■*) • yO-A “jr bAfl~H : -+- . . . -+- tAr—. m ” o . 

* -U -.sèrie sarà . ricorrente dell’ ordine rn c, ' m9 . 
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_Xcl caso che nel numeratore lussar nulli tutti i termi-» 
ni eccettuato il primo a , ed i coefficienti del denomina- 
tore avesser fra loro una tal relazione per cui « avesse 
a"‘ invece di a , 

ina " 1 — 1 b invece di Zi, ■ . - s 

m(in — i) 


2 


invece di c. 


.V- r 


ec. 

b m invece di f, 
cioè fosser quelli del binomio newtoniane , allora slven- 


>. . 


»• .a 

■ : «i 

> 'v ! ; 

•■A - - 


dosi alironde, com’ è noto, 
a. > 

— a.{a -H bx)~ m = 


(a -t- bx)"‘ 

i jtié~ ;> 




b*'~ 


A„ 

ih- 

v , 


«''"+■ 1 a . **">+* ^ 

m(m -f- 1) .... Itr • ■ 1 

ai 


b>' *. • : » v .1 

«P* 


1 V : 1 - - ’ > -• * t * 


a . 3 r . : 4 . . . .. r, 
e dovendo questa serie coincidere termine per termine 
con la > 

* « i ... .. \ 

-'•*0 -+* - 4 1 X A ^ X 2 . . .-. -+- ‘ y#,. DC’V-f* ec. 

si vede che dovranno coincidere i due > coefficienti di xf 
nell una e nell altra, ossia che si dovrà >aVere •» . 
m(in 1 ) .... (m -4- r — *i) 

r ire: * ó ’ / — ; — 

2 . 3 . 4 a m + r ‘ 

Così si ha il termine generale indipendentemente' ddi 
termini precedenti. L • i h ••m-.rnnri « 

§• ‘*82. Prop. Data l' equazione di relazione fra- i coef- 
ficienti de termini di una data serie ricorrente trovare la 
frazione generatrice. • 1 : 

Si paragonerà l'equazione data colla (P) §. prec/, 1 e dal 
paragone si ricaveranno i valori particolari delle costanti 
<z, 6,c, ec. ,’ onde sarà trovato il denominatore a -4- bx 
-ì- ccc 2 -4- ec. Per trovare il numeratore, questo si assu- 
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mera «iella forma et -f- p x -+- y a? - * -+- oc. fino al grado, 
a cui arriva x nel denominatore, scemato dell’ unità , indi 
posta questa frazione tignale alla serie data , e moltipli- 
cando l’ una e l'altra pel denominato!- trovato ,t-0’ parago- 
nando in fine i termini omologi di 1 qua e di là . si avran- 
no tante equazioni quante basteranno a determinare i 
coefficienti « , , J , ec. per mezza «li A 9 , A xì A a , ec. 

della serie medesima. 

Es. La serie 5 -+> 4 x -1- 9* a -f- i3x 3 ec. ha per 

equazione di relazione A r — A r — l — A r x o. Parago- 

nata questa colla generale (P~) si trova 

onde il denominatore della frazione che si cerca sarà 
x — x — x a . Pongasi pertanto 


5 -f- \x 9X 2 -+• i3x 3 -+- ec. 
e lolla la frazione si avrà 


et -+- fix 

i — x —x 

, Ì »l 


a > 


*'*!.*& 


5 -+- x ■+* H~ i3x 3 — f— . . j 

• 5x 4 X * ~~ 9 -T 3 : T* • • • • ^ — «*+•/», 

5X 3 4 A* 3 . . ...."J; , i’i ' ! 


onde paragonando i termini omologi si avrà 



; / . . . i • ' <*’ 

f> però la frazione, generatrice della serie proposta 

5 — a: 

I — X — x 7 ' ' 


In simil guisa si troverà che la serie 
3 -t- 3x 6x a -4- io x 3 . -p- ec. 
la cui equazione di relazione è 

3 A r - 2 A ,■ — | ■ 2 A r—i — 4 A r „, ■ O , 

f 9 ■ V. . . 

ha per denominatore del rollo genitore il quadrinomio 
3 — 2 x — * ai' x a — 4 x 3 . Posto poi ‘ - J ' » ■ 


« 
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x S x -+- ? x a 

3 -+- 3 x -i- 6 x a -f- . 0 x 3 _4_ ec. = _ --,“^73 > 

tulio il denominatore si avrà 


9 H- 9 x + i 8 x*-f- 3 ox 3 


6x — 6x a — 


1 2 x 3 — 


6x' 3 — 6.x 3 — 


12 x J 


= «-f-jJx 4- yx' 


da cui col solito paragone de’ termini omologi si ha 

« = 9-v fi = 3 5 7 — 6 , 
onde il rotto cercato sarà 

9 H- 3 x -t- 6 x Q 
3 — 2 x — 2 x a — 4 * 3 

§. i83. Osservazione 1 .* Abbiamo fin qui supposto la 
serie ricorrente della forma A -f- A x x - f- A^x" 1 - 4 - ec. , 
cioè ordinata secondo le potenze ascendenti della x : con 
ciò si è tacitamente supposto che x non possa avere che 
un valore idoneo a render convergente la serie , cioè a 
rendere sempre minori i termini più discosti dal prin- 
cipio di essa. Questo valore è sempre minore dell’unità; 
ma nel caso che la variabile x non potesse prendere un 
valore frazionario , allora saremmo costretti ad ordinare 
la serie secondo le potenze negative di x. Ecco come si 
opererebbe nel caso di un rotto di 3” grado; e lo stesso 
metodo si applicherà facilmente ai rotti dei gradi più 
elevali . 

■ fix~\- yx* 


Trasformisi il rotto 


a 


con 


divi- 


a bx -4- ex " 1 *+- dx ì 
derlo sopra per x ' 1 e sotto per x ì nell’ equivalente 
, fi x \ . • f, x 

'V + r + ?) . 

Si ponga — 


x 


c b 

d -+-~ -+- 3 + 


c b ax 
Erts A A t x~ l -p- A\ x ? -{-A, *+■ A, x~ r -+- eq. , 
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* tolta la frazione e paragonali i primi tre termini , si 
avranno le equazioni 

dA 0 =r y , dA t -\- cA 0 = 0 , dA^ -+- cA v -+- bA a = * , 
indi l’ equazione di relazione 

<lAr<-\- cA r - ■ H — bAr- j" A UZZ O 7 

la quale differisce dalla forma dell’ equazione (P) del §. 
181 in ciò soltanto che le costanti a , b , c , d sono 
applicate ai coefficienti A r , A r ~, , ec. in ordine contrario 
di prima. Sarà pertanto il rotto proposto 

» -+- (5 x -+- y x 2 
a •+■ bx -4- ex' 1 -H clu r 3 

A u x-' -+- ■/, x-* -+- ^/ 2 rt-i-ij JT4 -f- . . . -f- A r x~ r ~ l -4- ec. 
Allo stesso risultato si poteva giugnere cambiando nel 

i 

rotto proposto x in — . 

§. 184. Osservazione a.* Se nel denominatore a -I- bx 
-4- ex 1 -4- ec. del rotto proposto mancasse in qualche 
caso particolare o il primo termine a , o i primi due 
a-t- òx, o ee. , il metodo superiormente esposto per tro- 
var la serie corrispondente sarebbe in difetto , e tutti i 
termini sarebbero infiniti . Difilli il primo coefficiente 
A a determinandosi dall’ equazione a A a = oc. darebbe 

A a = ~ = 00 , e quindi infiniti sarebbero anche gli 

altri . Ma dando al rotto la forma 
« + P * + *c. 
x (ò -+- ex -4- dx 1 ec.) %y 

e messo da parte per un momento il fattore x del de- 
nominatore 3 si svolgerebbe in serie col metodo 1 esposto 
j: -+- P x ec. 

il rotto b + ec > « trovata la serie A a + 

d 4 k x -t- A 3 x 3 -f- A 3 x 3 -j- ec. 3 sarebbe poi visibilmente 
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* -4- &x 4- y x l 4- 
bx 4 - ex' 1 -t- i Ix 3 -t- ec. 

A, 4 - A-iX 4- -+• Ah ar 3 4 - ee. 

Quando nel rollo proposto mancassero i due primi 
termini a 4 - bx , si menerebbe sotto la forma 

a 4- $ x - 4 - yx 1 4- ec. , 

x 2 ( c 4 - dx -f- ex* H- ec. ) ’ 
r messo da parte il fattore x* del denominatore , finché si 
ni a trovata la serie oriunda dallo sviluppo della fraziono 
restante , se ne dividerebbero poscia i termini di questa 
per x * , onde si avrebbe 

a 4- £ x 4- y X* -4- ec. 
ex* d. r 3 4 - ex ' 4 - ec. — ” ' 

An A*, 

x* *+* IT *+" A * + x ■+■ A t i 1 4- ec. 

Cosi si opererebbe nel caso che il denominatore inco- 
minciasse dalla potenza x 3 , ovvero x* , o ec. 

§. i85. Prop. Dato il rotto genitore trovare il termine 
generale della serie generata. 

E’ chiaro che se nella serie- 

A 0 -f- A , x*-\- A^x* ~ f- . . . . 4- A r x r 4- ec. 
si saprà, determinare il cocfficippte generico Ar , la que- 
stione sarà sciolta, giacché moltiplicato questo per x r si 
avrà il termine generale domandato. Supporremo pertanto 
per facilitar questa ricerca che per mezzo o della divi- 
sione o della foratola hinomiale di Newton si siano già 
trovati i termini generali delle serie derivative dallo svi- 
luppo delle seguenti frazioni delle più semplici forme. 

•i • • t •- X 

\ . - — - . !, 

. -, -+- * ,.v. 


- i 
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' Frazione , < Coefficiente 

generatrice $ di x r 

cr. cl ( b \ 

l ' a-\-bx' > a • a ' 

dove vale + se r è pari , — se r è dispari ; 

0 « _ Kk+ 0(^-t-2). ■ .(/f-t-r-i) (b y 

2 ‘ ( ’a-\-bx) k ’ ‘ ' ‘ r — ± * 2 . 3 . 4 • • • r ak ^ a ' 
dove vale -j- se rè pari , — se r è dispari $ 

« 1 / c \±r 

3 -° ’ Ar = ± àt 

dove vale -f- se £r è pari, — se è dispari, e 
se r dispari, A r ^=o- y 1 

M •- P/cVr 

4< a+c* a ’ ^”=^7(7) 

r— 1 ( . r~r 

dove vale -|- se — e pan , — se — è dispari , e 
4=0, se rè pari ; 

« __ ^(A+i)(A + 2)...(A + lr-i) f c Xr 

• (rt-f-c* 8 )* r * 2 . 3 ... ^r ; Va' 

dove vale -j- se jC è pari^ -r se £r è dispari ; e se 
r è dispari , 4 r = o. 

§. 18G. Osserv. Tulle queste formole sono a denomina-* 
tor biuomiale di primo o secondò grado , semplice ovvero 
composto di più fattori uguali . Ora quando il deno- 
minatore è semplice, il valore di A,- non contiene l’indi- 
ce r che negli esponenti di a, b , c j ma quando esso 
è elevato a qualche dignità, il valore di A r contiene l’in- 
dice r anche nel coefficiente. Così ponendo nella seconda 

: • ’ ’ , . . 1 •» • (r-f- 1) / b y 

formala k = 2, sarebbe A, • =: ^ ^ — { — ) , e po- 

aendo À = 3 nella medesima , sarebbe 

(r-f-i)(r-f- 2) / & y ' 

x=±« — — {-) 5 
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e facendo h —4 ■> > 


y^r SSS X 

Nel raso pertanto 
di 


(/■+• i) ('•+ V 0 '-\- 3 ) rby 
'a.3 a* \aJ’ ec 

il termine generale si 
ridurre alla forma 


può 


■•* = x BK‘ ■ 

k =- 2 (B-\-Cr')K r 

k = 3 (£-}-*>+/&•*) JK> 

À = 4 . . . » C B+Cr+Dr*+Ei*')K' , 

e così di seguito. Quest’ osservazione ci potrà esser utile 
in progresso. 

§. 18”. Per trovare ormai il termine generale d’ una serie 
ricorrente , che nascerebbe dallo sviluppo del dato rotto 4 
questo si decomporrà nelle sue frazioni parziali, i cui 
denominatori si riducano a qualcheduna delle forinole 
precèdenti , e se il denominatore del rotto proposto con- 
tenesse uno o più fattori trinomiali. conte f-\-gx-±- hoc 1 * , 
questi si spezzeranno ciascuno in due lineari quantunque 
immaginarj , e con ciò tutte le frazioni parziali potranno 
appartenere a qualcheduna delle precedenti forinole . Il 
termine generale , che si domanda, non sarà che la som- 
ma de’ termini generali delle serie particolari che nasce- 
rebbero dallo sviluppo delle singole frazioni parziali $ e 
quand’ anche alcune di queste avessero de’ fattori sem- 
plici immaginari , non ostante la somma di tutti «piesti 
terraini generali sarà reale . Quanto prima queste due 
asserzioni saranno rigorosamente dimostrate. 

Se dunque chiameremo, rom’ abbiam fatto fin qui, A r 
il coefficiente della potestà x r nella serie nata dalla fra- 
zione proposta , e B r , D r , ec. i coefficienti di x r 
aelle rispettive serie nate dalle frazioni componenti , sarà 

A r ss B r -f- C r -f- D,- **j- Er ~t~ *c- 

• r « •- • 1 
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Es. i.° Si dbmanda il valore di A r per la serie che 


nascerebhe dallo sviluppo della frazione — 


-x 


’-i -f- x — x 2 * 

Sciolta la frazione nelle sue parziali , queste sono 

2 I 

J J 

— X^X 5 ciascuna delle «piali si riferisce alfa 

prima delle formole del §. i 85 . Paragonando pertanto 

2 

con essa la prima di queste si ha « r= -j- , a=:i . b'xzi. 

2 

e quindi sarà B , • s= ± • Paragonata la seconda si 

t 

ottiene « — — -5- , « 2 , b = — t ^ onde C r =3. 

=F 773 (~) = — J7 377 73 < l uiutli 11 coefficiente ge- 

/ 

3 1 

nerale A r sarà = B, -f- C, , sa ± ■3" — 7 — 3 — T 7 : dove 

per f ambiguità del seguo ± vale il + per r pari , e il 
— per r dispari . 

Es. 3° Sia ora da trovarsi A r per la serie derivativa 
x 

dalla frazione 


O i- 3 7 ) (2 — a?) 


11 3 

vale a . - 4 - 

9 l + * 


- . Siccome questa equi- 


1 

9* ' 2 ' 


3 ' (2 — x) a 

1 r 6 1 1-1 

I ,IUUMt0 * Jl 0=^ ~ ^ - T+H J ■ 


perciò ri- 


ferendosi la prima dì queste alla seconda formola, darà 

6(r-4-i) 

B r = —7 — k* seconda riferendosi alla formola prima 
1 

darà C, = — e similmente la terza dirà D r - 

2.-2' • 

Sarà dunque J, ss; B, H- C, D, ì= 
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I r O(fr 4 - i) I ' 

91 4 . 2' 2 . i r 1 

j Es. Sia la frazione generatrice 

x 

(i-f-x) (i-t-x 2 ) » 
che si risolve nell 1 equivalente 

_l r 1 . 

2 L I -f- X I -f- X* J ' 

La prima di queste componenti somministra B r — ^ 1 j 
la seconda spezzandosi di nuovo nelle due 
1 x 

I -f- x 1 I -+- X 1 5 

delle quali la prima spetta alla forinola terza , e la se- 
conda alla quarta , somministra i due termini parziali 
C r = db 1 ? J)r — d= 1 ? de 1 quali il primo non ha 
luogo se r c dispari , ed il secondo se r è pari : inoltre 

! 

•pel primo vale il segno -f- se — r è pari 3 e nel second» 
r — 1 

se — — ~ è pari . Perciò il, cercato valore di A r sarebbe 

1 

1 ± 0 - Se a ragion d’esempio si volesse il coef- 

r 

fidente di x 6 cioè A 6 , siccome r è pari e — dispari , 


cosi sarà A 6 = — ( — 1 — 1) = — ij e se invece si 

/’ — 1 

volesse 4,3 , siccome sarebbe — 7j— pari., cosi si avrebbe 

1 

« 4,3 = — ( 1 - 4 - 1) = 1 . E se di nuovo si volesse A l 5 , 

r — 1 . , j 

per essere dispari , sarebbe A , 5 = — (x — 1 ) = •. 

2 2 
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Es. 4,* Da frazione 


i -f- oc 


ha il denominato! e 


a-(- 2x4 - x ‘ 

non risolubile in fattori lineari reali : per trovarne il cor-f- 
lì dente generale si cerchino i fattori immaginari , e si 
troverà * 

i-f- oc 


* ( 1 1 ^ . 

2 V! — y/ — i-t-ar + i + v'— H-iv" 


n -}- 2 x 4- ve' 1 

Li siccome ciascuna delle frazioni componenti può par;-* 
gonarsi colla prima delle precedenti forinole , quindi in- 
cominciando dalla prima troveremo 

« = i 5 rt — i — y/ — 1 > b=zi } 

onde sarà 


B r 


- 4 - 


( i — \/ — t )"^ 1 

Similmente mettendo a paragone la seconda troveremo 

I 


Cr • ± 


0 + y/ — l)'+‘ ' 

Dunque sarà 

~ S ' + C r t= ± -[^3— T^T + 04- V— Ò ,+, l 

e riducendo le due frazioni allo stesso denominatore 


1 re* -+->/ — O'^ 1 -t- et— v— o r+ ' 

A '=± tl — 

espressione tutta reale per la mutua elisione degli imma-, 
ginarj nello sviluppo de’ binonij . Ma dimostriamo ormai 
le proposizioni annunziale. 

§. 1 58. Prop. Il termine generale di una serie gene- 
rata dallo sviluppo immediato di qualsivoglia frazion ra- 
zionale si uguaglia alla somma de’ termini generali (!•■!:? 
serie , che nascono dado sviluppo di ciascheduna jìazmu^ 
parziale. 


i 
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Supponiamo A a - s rA^x J rA^c' x -\-A- i x' i -\-...~\-Afc r -\-ec. 
la serie nascente dallo sviluppo immediato ., e siano 

B 0 -I- B , x Bi x ' 2 -+- Z? 3 x 3 - 4 - • • • ■+■ B r x r ■+■ 

C Q -f- C, x + C, x a C ò x 3 + C* r -f 

/> 0 -f- Z>« a: -}- Di x* -|- Z ? 3 a?* -f- ... -f- D r x r -J- 


ee. 

quelle che nascono dalle frazioni parziali . E’ chiaro che 
dovendo la prima uguagliarsi colla somma di tulle le se- 
conde , dovranno coincidere i termini che contengono le 
potenze omologhe di a?, cioè dovrà essere 

A a — B 0 -f- C u -f- D 0 ■+■ ec. 

A x = B, -j- C l -f- D t -f- ec. 
c finalmente 


A, ~ B r -\ - C r -f- J), + ec. 


come si e proposto. 

§. 189. Prop. Se una frazione razionale si spezzerà in 
due eh denominator lineare ed immaginario della forma 

A B 

x -f- . 1 / N y/ — 1 x -M — N y/ — 1 

la somma de’ coefficienti della potestà x r nelle rispettive 
serie generate da queste due frazioni sarà tutta reale. 

' a + fx 

Supponiamo la data frazione essere a ' _^."bx j- ex* 5 c 

a bx -(- cx a = (x -f- M -f- N\/ — t)(x M — N y/ — 1). 

Determinando i numeratori A , e B delle due frazioni 
parziali si troverà 


A — 


— cc + f , ( M + N y/— I) 
uN \/ — 1 


B=z 


* — f (il/ — 2 Vy/ — 1) 
3 ÌVy/ — l 


Si avrà dunque 1 ’ uguaglianza 

a + $x . . . 

« -f- bx -f- ex 2 , : . 

— r« — PC M + N\f - — OJ [a — p(3f — JVy/ — 1 )] 

2iV\/’ — i.(x-\-M-\-N yj — 1) 3 — AV — 1) * 
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Riferendosi pertanto ciascuna di queste frazioni alla prima 
forinola del §. i85 , il coefficiente generale della prima 
( non prendendo per maggior semplicità che il segno 
, — * -f- 0 ( M N V — i) 

«nperiorc ) »ra + A > e T*'»* 

che spetta alla seconda sarà - « ~ t tV y/-Q_ 

die spetta aita seconda sarà t .(/}/ jVy/ 4 }.+i • 

Sarà dunque 

— a. -f- (5 ( M -p N \/ — i) * — |5(d/ — AV — i) 

aAV — i.(d/-pAV — O'"*” 1 2iV\/ — x.(3/ — AV — 3 

e riducendo al comun denominatore 

yfr — 

— *(M— AV— i)H-t + (5 (il/-p AV— - 0 (il/— /Y v/— o ,+ ’ 

-p * (M-p A V— 0' + ' — 0 (M — N \/— i ) (M±N \/ — i) H- 1 

aiV — i (d/ a -pA a ) r +* 7 “ 

x [ ( M -f- N \/ — i) r + I — (d/ — N y/ — i)^ 1 ] + 

0 ( df a 4- 2V* ) [ ( M — iV — I y r — ( M -I- N y / — I ) r ] 

2 A (al/ 2 -p iV*) r +‘ \/ I • 

Ora è facile a vedersi che spiegando in serie i binomj 
immaginarj di quest’ ultimo numeratore , si distruggeranno 
lutti i termini reali , e non resteranno che quelli che 
sono moltiplicati per y/ — i ; quindi rappresentando con 
Py/ — 1 l’aggregato de’ termini moltiplicati per a, e con 
Q y/ — i quelli moltiplicati per {5, potremo esprimere A t 
per mezzo della frazione 

aP\/—i -p ft(d/ a + A r> ) (>y/~ i 
• - . a N (df a -p iV* )'+ l y/ I ’ ! 

essia di 

... a P -p fi ( M* + N* ) Q 
, ’ 5 aA(M a -p A 2 ) r +‘ e 

cioè per. mezzo di una quantità tutta reale. 
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§. 190. Prop. Trovare il termine generale di lina serie, 
proveniente da una frazione , il cui denominatore sia di 
secondo grado , ed irresolubile in fattori reali , senza in- 
trodurre quantità immaginarie. 

Ricavandosi dall’ equazione 
a + |5 x / 

a -+- bog ex* 

A 0 + A t x-f~ A^x" 1 -f- A^ol r 3 -j- A !% x* -j- . . . -f- A r x r -f- ec. 

oltre alle equazioni 

aA 0 = * , aA x -f- bA 0 = 0 s 

le equazioni 

a A a -f- bA t + cA u = o 
aA« -+- bsl x -\- cA , = o 
« A k -f- bA 3 c^ 2 s= o 

ec. 


a A, -f- bA,. t -f- cAf.x— o , 

b c 

si avrà in primo luogo — — A t — — A, , e so- 

stituendo questo valore nella seconda si avrà 
c \ 6c 


/ o c \ Oc 

— — n) A ' + 


Questo nuovo valore sostituito nella terza darà 

/ Z> 3 ohe \ / iPc c a \ 1 

^ " V « 3 a* ) ~~ \ «3 ~ a* ) A ° ' 

Seguitando a sostituire nelle equazioni posteriori ì valori 
trovati nelle precedenti si ricava la formola generale 
A r == 

r* 


) r,£ + 

('-?)0*4> i r ‘V 



a 

a r -i 

» • 5 


i'-O 

?) 4- 

(r- 4 )(r-j) b r ' 6 A 

r-7) 

b ri c* 

a 

1 

» ■ 3 



] 


in cui nel doppio segno vale *H : superiore per r pari , c 
l’inferiore per r dispari, ed in cui non si debbono coin- 
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pillare die i termini di esponente positivo , omettendo 
tutti gli altri. La legge de’ termini di questa serie è fa- 
cile da comprendersi . e non resta che di porvi i valori di 
A l , e di A 0 . Qui non ci entrano immaginai) di sorte al- 
euti a , onde pc. s ■ 

Cosi nell’ esempio (piarlo del precedente §. 187 per la 
1 - 4 - x 


fri 


razione 


, -5 si troverebbe A„ 

2~p2X x 0 


_ 2 r_ a 2 r— 4 

ed A, = ( r 3 ) 2 ,._j -f- 

(r — 4 ) ( r — 5 ) 2 r_ 6 (r- — 5 ) (r — 6)(r— 7) a r — 8 


ec.J 


a 3 r— 3 2 . 3 ^ 2'~ 

§. 191. Prop. Trovare il termine sommatorio di una 
serie ricorrente. 

Sia prima proposta una serie del primo ordine , cioè 

- ■ a \ *> 

proveniente dalla frazione ^ ^ ~ bx ’ e s * a ( i uesla s °ldo 


A a -f- A 1 x + -f- A z x 3 -f- Ah x 4 + . -+- A,x r + ee. 

Ordiniamo in colonne ; verticali le equazioni di relazione 
assegnate al §. 179 .1 : . : » 

ci A , -f- b A 0 : — ■ o : « 

aA ^ bA l =0 . ■ s: t 1 

rt.'fj -p.è 4 a . = o . . T ‘ • • ••• ■ 1 


ec. ’ t 

aA r 4- bA r - . = 0. . - . ‘ 

"Moltiplichiamo la prima equazione per a?, la seconda per 
x 3 , ec. , e l’ ultima per x r , e si avrà • f f *_> : 

aA l a r -f-.i^ 0 x =0 p ■ ; n ’ il. c 4 * 

aA^x " 1 -f- bA t x 3 =: 0 . .. - is. 

aA 3 x* -j-.bAfX 3 = 0 ; i •••\ !.. . u 1 ; 

ec. . ’,!■ ..’h V V. nomi; s 

aA r x r -j- bA r ., x r — o. 

Sommiamo le du* file verticali de’ termini , e chiamiamo 
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2 la somma della serie proposta da A 0 fino ad A r x r in* 
elusivamente , ed memo visibilmente 
aA t x-\-aAiX* +aA 3 x* ... + aA,x ' = a (2— A 0 ) 
bA 0 x + bA t x* +bA. 2 x 3 . . . bA r . lX ' s=s bx( 2 —A r ) , 
onde sommando queste due uguaglianze fra loro si avrà 
+ — A r ) =:oj 

e quindi 

2 eZ/f 0 -(- bArX 
a -f- bx 

Volendo eliminare A „ , ed richiameremo i loro valori 
già trovati , cioè 


a » A * 


a 

aH~* * 


•d avremo 


2 = 


a -f- m a r +‘ ) ’ 

dove vale il segno -f- per r pari , ed il — . p ep f». 

dispari. Questa contiene la somma di r-f-i termini dell* 
proposta. 

Es. Sia da sommarsi la progressione geometrica 
1 » 3 s 4 ? 8 , 16 , 3 a , ec. 

Fingiamo questa moltiplicata per ordine pe’ termitai della 
progressione 


X 


onde nc nasca 1’ altra 


x 1 


x 3 


ec. 


i -i- ax -f- /[ x 3 -f- 8x 3 -f- i6x* -f- 3ax 5 -f- ec. 

I»’ equazione di relazione per questa serie è visibilmente 
A r — a A r ., — o , 

onde paragonandola colla generica aA r bA,}, t± oV 
abbiamo a == i , b =; — a. Inoltre essendo A a i 


ha « 1 5 e quindi la frazione generatrice, ’è — 


si 


2 & 


i 
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Ponendo dunque nel valor precedente di 2 i valori tro* 
vati di a , b , a avremo 

» #'+■* 

2= . 

i — 2.r 

E ponendo ih questa xz=z 1 e risulterà la proposta serie 

i 4 - 3 4 ~ 4 + 8 •+■ i6 4- * • • • 4 “ ar==: — i. 

Se i termini da sommarsi fossero per esempio nove , 
allora sarebbe r 4- i — g, <» quindi 2=ì a* 1 — i = 5i i , 
•com’ è facile a verificarsi . 

§. 192. Prop. Trovare il termine sommatorio delle 
serie -ricorrenti del secondo ordine. 1. 

La relazione fra i coefficienti ci dà in questo casa 
tutte le seguenti equazioni 

Si moltiplichi 

a A a 4- bA , 4- cA 0 =0 la prima per' x a * 

'aA 3 -J- bA 2 4- cA , = o la seconda per x 3 j ... 

aA :i 4- bA 3 4- cA a =0 _ la terza per x 4 , 


aA r -f- bAr., -}- c 4 ,-i =0. | l’ultima per x f , 
tt si otterranno le . - - : - \ 

aA^ x a •+■ bA t x a 4-c/f 0 x 2 =0 
aA 3 *3 4- bA a x 3 -+• cA t x 3 =3 o 
ayf j x 4 4- x 4 x 4 = o ' 


aA r x’ -+- bA r , x r 4- cA r -t = o. 

Sommando tutte le file verticali , e qui pure chiamandt 
2 la somma de’ primi r 4- 1 termini della serie 
A, 4- A x x a 4- . . . . -f- ^ r x r 4-/t«. 
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Si troverà la prima fila ezz — A a — A t x) , 

la seconda fila = bx (2 — A u — A r x') , 

la terza fila =r cx a (2 — A r . t x r - 1 — A r x r ) y 

onde dovrà essere sommando 

2 — A 0 •— A , x ) — {— bx( 2 — • A p ■— > Ar x r ) 

Cx* (2 — Ar iX r l — A r x r ) — 0 , 

e di qui ' • * *" ' - : i 

2 e: • ...j. . ■ — ■ i m-i i ■ -• *i < • ‘ 

a - 4 „ -+- ( a A , ~ 4- bA 0 )X ■+■ (,b 4 r -\*cA;., -+~cA r xH-j 

— , , 


a 


ùx 


ex" 


• VP 1 


òvvero in grazia di '••! oi-< : ! ‘ 

aA 0 = a, aA, -hbA 0 r= p .. ù.f, <*. 4 ,., = — - 
^ \j_ g -f- aA r -f., x'+« -f- 1 1 " ‘ 

a -+- bx -+- ex* ’ “ • 

Se per esempio la serie da sommarsi fosse ( §. 182) 

5 -f- 4 * ■+• 9 * 2 -4- i3x 3 -4-'ec. , ‘ ^ ‘ 

in cui l’ equazione di relazione è A r — -^ r -i — A r rs o ' 
essendo zz — 1 , & — — i ',-c-= - 1 , ed inoltre 
«=5, {5 ss — - 1 , si troverebbe 

^ 5 X ArJf-i JfH-l — A r x r +* 

2 * — - r . 

I X X* 

Se non si volesse che la somma di sette termini , sic- 
come sarebbe r -+- x — 7 , A r — 5 -] , A r + t ss 92 , cosi 
si avrebbe '•* 5 


2 — 


5 — x — 92 x" — 57 x* 


< x ■ 


« facendo x ss x si avrebbe la somma de’ termini 

5 — 1 — 02—57 

5-f-4 -+-9 -4-1 3 4- 22 -+- 35 -f- 57 = 7-7 ss i45. 

L’ estendere questo metodo dell’ inglese Tommaso 
Shtipson -alle serie ricorrenti del terzo ordine e degli 
altri più eleVdli non ha altra difficoltà che la maggior 
lunghezza di -calcolo. 
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CAPO XXI. ! ■ 

v> 

Delle serie algebraichc. , 

. . ' t , » » . ’ . * * 

A R T. I. 

\ 

Divisione delle serie ; differenze di tutti gli ordini ; 
termine generale e sommatoria delle serie aritmetiche. 

§. 193. Le serie algebriche si dividono in aritmetiche 
e geometriche : si le unc che le altre derivano la loro de- 
nominazione dall’ analogia che hanno colle progressioni 
rispettive dello stesso nome. Nelle prime si il termine 
generale che sommatorio è una funzione intiera e razio- 
nale dell’ indice r , che insegneremo a trovare fra poco. 
Nelle seconde 1 ’ indice r entra ancora negli esponenti 
delle ffuantità costanti , da cui dipendono i termini ge- 
nerale e sommatorio. •* 

Se da ciascun termine di una serie qualunque si sot- 
trae il suo precedente , si ottiene una nuova serie di 
termini , che si chiamano differenze prime della serie 
data. Se si sottrae di nuovo da ogni” termine di questa 
il suo precedente , si ottiene la serie delle differenze se- 
conde della data : sottraendo similmente fra loro i termini 
contigui di quest’ ultima con lo stesso ordine, si otten- 
gono le differenze terze ; e cosi di seguito. 

Le serie aritmetiche si ^dividono in ordini denominati 
dal massimo esponente dell’ indice r nell’ espressione del 

termine generale. Perciò ~ ■+*' 

« » 

• • . « v - .' v : 
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Se il termine generale 
è della forma , 


'la serie 
è dell’ ordine 


o ri— br < i.° 

a br -+- cr a a.° 

a br -+- cr a ri- dr 3 3° 

ec. * ec. 

a - +■ br -f- ct 3 -f- . . . -+* pr™ . 

.... . / ‘ . • • 

• y W " * V 

§. 1 94 Prop. Nelle serie aritmetiche vi ha sempre no 
qualche ordine di differenze costanti, e questo è quello 
che corrisponde all’ esponente massimo dell’ indice r nel 
termine i generale . Reciprocamente: se in una serie si 
arriva ad ottenere un qualche ordine di differenze co* 
stanti , questa sarà aritmetica. 

Nella serie aritmetica del primo ordine 
a , a — f— b , a -t* aft , a + 3/t , <z + J^b , . ... , et + rb 
è chiaro che le differenze fra i termini vicini sono tutte 
== b , e perciò costanti . Quindi le serie , il termine ge- 
nerale delle quali c della forma a -+- br , sono tutte pro- 
gressioni aritmetiche. Tutte le differenze poi degli ordini 
superiori come le seconde, terze , ec. saranno =o. 

Sia la serie del secondo ordine 
a , a-hb-t-c , n-+-a/t-t-4c, a+3b-t-gc , . . ..,a 4-&r-+-cr a . 
Le differenze prime sono 

b -f- c, b ri- 3c , b -+- 5c , b -f- 70 , , b (ar — i)e. 

Le differenze seconde 

2 c , 3 c, 2c , . ... . , se, cioè costanti. •. 1 

Le differenze terze , e seguenti tutte, zsz o. 

Nelle serie del terzo ordine , i ■•ùm. 

a, a-+~b-\-c-bd ,a-+- 2 b + 4 c -+-&d , . . ., a -bbr-+-cr y -i-dr 3 
si hanno le differenze prime 

b — f- c +■ d , b -4— 3c — f— yd, b -|- 5 c -4— i gd , . . . . 
b (3/- — i) c (3r a — 3r -f 0</ ; 
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le differenze seconde 

3C -t- 6ri , 2 C i acZ , ac 1 8 J , , aù -t- 6(r , 

le differenze terze 

6d , 6d , 6d , ec. costanti , 
le differenze quarte , ed ulteriori zss o . 

Ciasemr vede che quest’ induzione si può applicare a tutti 
gli ordini delle serie , di cui si tratta , onde in quelle 
dell’ ortiine m saranno costanti le differenze Con 

ciò resta dimostrata la prima parte. 

Rapporto alla seconda supponiamo per Un momento 
che il termine generale non abbia la forma delle funzioni 
intiere e ragionali dell’ indeterminata t , ma un’ altra qua- 
lunque : se formeremo con questa i termini della serie , 
e ne cercheremo le differenze successive di qualunque 
ordine , non le troveremo mai costanti contro la suppo- 
sizione . Dunque il termine generale non potrà essere 
che una funzione intiera e razionale di r, ossia la seri® 


sarà aritmetica. 

§. 195 . Prop. Qualunque sia la natura della serie 
■di 5 j A^ 5 A 1 j A 5 ,...., A r , eci 
se si prenderanno le differenze prime a che chiameremo 
Bi , , B ì , ec . 3 

indi le differenze seconde 


C t , c a , Cj 5 ec, , 

poscia le terze 

5 ^3 > ec * j 

varrà sempre l’ equazione 

(/’ — r) (r— 3) 

A r = A l -+- (r— i)B t -f- * - -C t 

(r— 0(r— a)(r — 3) _ 

n D > ■+* 


■**<- 

» 1 


Formisi il seguente quadro 
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A. 


ec. 


, .^a , y^3 , A^ , A 5 -, , 

-5 S 

c* c 3 e, 

D t D 2 z? 3 

• £ a : 


in cui 

per le definizioni 

si avrà la serie di Uguaglianze 

A-ì 

~A t ~B t 

C>. — C x —D 

. !. *» 

A 3 

- A , r= 

C 3 -tf, ~ Z>‘ 

i «#*U 

A \ 

= *3 

1 

JV 

II 

? 

ec. 


ec. 


A r 

“ Ar - 1 s: Sri 

- c. } = A., 

, i 

B 3 

— B t — <?, 

• ■ » • • . < _ # 

d, — n, — e , 

’ • . ’ * . • 
* -ti V 

^3 

B* =Ca 

D,~D, - E, 

•• . * • ^ 

*• 

#3 = £3 

d >~d, =-r-i 

/ ' • » 

ec. 

•i 

ec. » 

... - i 

B, t 

5r.i SS O.» 

■% 

n^-D'^—E^ 

• 


1' 

ec. 


Ora 

da queste si ha 

in primo luogo 


a 3 

=s A, -f- B t , 

, , . . . , , 1 

« • 


inoltre 

•^3 — ■+■ == ■+* -®t +5, j 

e sostituendo il valore di 

B a SS 5 , + C, o .. 

sarà v : » 

A3 =s -1-2 5 , -f- C, . » ' 

Parimenti essendo 

^ , =^ 3 H»- J ? 3 , e J 3 r= Z?a - 4 -Ca = B, H- 2'C, -+- Z), 
sostituendo i valori di vZ 3 , c di Z? 3 , si avrà 

^4 =;= ^ i ■+■ 3 B , -f- 3C?, •+■ D , . 

In simil guisa ponendo nell’ equazione 
ss A; t •+- B ^ 
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il valor precedente di A lt , e quello di B y rr: lì 
c5 a + C, + Cj = B 1 -t- C, -f- £?, -f- Z> , -4- C a ~t- 
= B , -I- 2C*, •+■ i)j + -f- lì t -+- D k -4- E , = Z? t -f- 

3C*, -+- 3 ZI, -f- E l 3 

vi troverà 1 1 •• ■ 

^ 5 s='if i H-4B I +'6C'ì + 4/) l H-£ I . 

E seguitando in questo modo , ed osservando che pel 
termine generico A r i coefficienti numerici de’ singoli ter- 
mini sono quelli del binomiò newtoniano corrispondenti 
all’ esponente r — 1 , se ne ricaverà la forinola proposta. 

Quindi se un qualche ordine di differenze sarà co- 
stante , come accade nelle sèrie aritmetiche , il termine 
generale sarà espresso da una funzione finita di r : in 
caso diverso l’ espressione sarà infinilinomia , e perciò la 
serie corrispondènte non sarà aritmetica. 

§. 196. Prop. In quelle serie , il cui termine generale 
A r è rappresentato come nella proposizione precedente $ 
il termine sommatorio 2 r ha per espressione 


r(r~i) 


2, — rA l -f- — - B x -H 


‘ r(r— i)(r--a) ; 


r(f-i)(r-3)(r-3) 

3 *-. 3 . 4 


z>, 


2 . 3 


ec. 


Prima di tutto si dee osservare che se 2, esprime la 
.somma de’ termini A -4- A A <?v.. fino al termirie 
A r inclusivamente? , c 2 r ., èsprima quella dè’ termini me* 
desimi fino ad A r . t solamente , sarà 2, — 2,_, = A r . 

Se dunque il valor proposto di 2, è vero , cangiando 
/■ in r — i, ne dovrà nascere quello di 2 r _,y e sarà 
= 


Cr — i)A t 


0 - 0 (r- 2 ) 


B. 


(r-i)(r-2)(r-3) 


C t 


• ec. 


e sottratto il valore di 2 r „, da quello di 2 r 3 nè dovrà 
risultare quello di A r . Ora è appunta 
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^ (r— i)(r— 2) 

=±: -2 , — i- t)fi, ■+- 1 C, 


<r-i)(r-aX/--3) 
3 . 3 


2?, + cc. ~ A r . 


Dunque il valore proposto di 2 r è vero e genuino. 

§. 19-. Es. 1? Si vuole il termine .generale e somma- 1 
torio della serie 

1 •> 4 : 9 5 ? ec. , , 1 , , 

cioè dei quadrati de* numeri naturali . 

In .primo luogo prese le differenze, troveremo 
Differenze i. e 3 , 5 , 7 , 9 , ec. . .... 

Differenze 2. e 2,2,2, pc> 

Paragonando ora gli elementi di questa serie colle specie 
generali, avremo , ... 

- — t , /?, — 3 , Cy — 2 , D ^ s o , . ! ■ • 

e quindi il termine generale domandato sarà 


A r =£ 1 -f- (r-— 1)3 -h 


(r-i) (r — 3 ) 


2=r’ à 

» ' v. * ■ ' 

siccome doveva aspettarsi . Sarà in secondo luogo 
r(r-i). _ r(r-T)Cr-2) 


2 r = r 

» ir 3 


3 r 3 -+- 3 r’ •+- r 


2.3 3 — 

r(r-f- i)( 2 r+ 1 ) 


2,3 2.3 

Se pertanto si volesse la somma de* primi dieci quadrati 
de’ numeri naturali, cioè da t fino a io’ inclusive , a 
cagione di r=rio, si avrebbe 2 to =s: 385 . 

, Es. 2 ® Sia proposta la serie 

1 , ~ 1 , o , 8 , 27 , 61 , 1 14 , 190 , ec. 

Prese le differenze successive troveremo 
Diff. c 1 « — 2 , 1,8, 19 , 34 , 53 , 76 , ec. 

DifP* 2.* 3 , 7 , 1 1 , i 5 > 19 , 23 , cc. : . 

Diff.« 3 .® 4,4, 4 , 4,, 4 ; ec. . 

Dunque avremo . . 
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A x ss i , B\ ss — a , =s 3 , />, ss* 4 , £ x — & . 

e perciò Fa serie è aritmetica dell’ ordine terzo. Trovere- 
mo pertanto , latte le riduzioni , 


A r =l 


2 , = 


4 r 3 — 1 5 r* -t- 5 r -f- i a 


r(r- 


a . 3 > 

2 )(/._2.)Cr_3) 


3 


§. 198. Prop. Una serie aritmetica del primo ordine 
è- ricorrente del secondo 5 una serie aritmetica del se- 
condo ordine è ricorrente del terzo ; e in generale una 
serie aritmetica dell’ Ordine n" mo è ricorrente dell’ ordine 
(u-f- 1)»'»®.. 

Sia la serie aritmetica espressa dai termini 

A 1 5 A a 5 -^3 , y// r J • * *• • -, Ar 5 ec. j 

e siccome in quelle del primo ordine le differenze 
•#1 5 5 5 » 

sono costanti , si avrà là relazione 
B r „ = ij r .j k 

ossia 

"r *“ * dfi — A f -i — > A r . x } 

e quindi 

— tìAr - 1 ■+■ Af.x O J 

la quale è un’equazione di relazione, che spelta alte 
serie ricorrenti del secondo ordine , e da cui si forma, 
la frazione generatrice (' §. 182 ) 

et ■+■ ft'x ct-t-fìx 

•1 « ossia t \ « » 

1 — aar-f-ar 5 (1 — x) 

Nelle serie aritmetiche del secondo ordine , essendo 

costanti le differenze C\ , C? , . , C r -i, sarà 

Cr-i — ^Ur-j ) 

e perciò B r . x — B r . x =5 i?,.., — 2 ? f -j , 
ovvero ' ' — ai*,.» -+- U r - 3 = o , 

4 v 

e ljnalxueute A, — Z/-,. L *+ 3--V» — A,. i ~ 0 ^ 
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equazione elle , contenendo il rapporto Ira quattro coeffi- 
cienti contigui della serie , mostra esser questa ricorrente 
del terza ordine , e proveniente dalla frazione. 

a fi x y x* . a-\-fix-+-yx* 

T~— ~ 3 a' -f- 3 ar a — x 3 ’ ° SSia ( 7— ^) 3 " 

In simil guisa si troverà per le serie aritmetiche del terza 
ordine l' equazione di relazione 

A, — 4 ^r-t t+- 6 A r . t — 4 ■+” A , =s o , 

da cui si raccoglie che esse sono ricorrenti del quarto 
ordine , ed oriunde dalla frazione 

a -f- fix-\~ yx ' 1 Sa? 5 

5 

e cosi di seguito. 

Si vede inoltre con questo stesso discorso , che nelle 
serie dell ordine n s,m0 le differenze prime formano una 
serie ricorrente dell’ ordine « s,mo \ le differenze secondo 
una dell' ordine (n— le terze una dell’ordine.. 
(k — a)‘ ,mo , ec. , sinché si arriva alle differenze n" me . che 
sono costanti . 

V $ * — 

A R T. II. 

ì * * * 

Numeri figurati . 

§. 199. Così si chiamano certi numeri , i quali consi- 
derati come aggregali. di tanti punti si possono disporre 
secondo una qualche figcra geometrica , come in trian- 
golo , i|i quadrato , in pentagono , ec. , ovvero , in cubo , 
in piramide , ec. Noi però non consideriamo fra questi , 
che i numeri formati ne’ modi seguenti , e che distingue- 
remo in ordini. .. . . A 

Chiamiamo numeri del primo ordine una successione 
di tante unità , come 1 , x 3 1 , 1 , ec. Il termine gc- 
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aerale di questa serie è costante, ossia è l’ unità mede- 
sima $ il termine sommalorio è lo stesso indice r il 
quale esprime un numero qualunque di queste unità. 

I numeri del secondo ordine si formano col sommare 
uno, poi due, poi tre, poi ec. di quelli del prim' or- 
dine , e perciò sono compresi nella serie 
1 , 2 , 3 , ec. , 

ohe si dicono numeri naturali. , 

Q ue lli del terzo nascono colla somma successiva di 
uno , di due , di tre , ec. , dei secondo e sono com- 
presi nella serie 

l , 3 , 6 , io. , i 5 , ec. 

Essi si chiamano anche triangolari. 

I numeri i , 4 a io , 20 . ec. che nascono col som- 
mare successivamente quelli ; del ferzo sono dell’ ordine 
quarto , e si chiamano piramidali primi. 

I numeri 1 , 5 , i 5 , 35 , 70 , ec. similmente gene- 
rati con quelli del quarto ordine appartengono al quinto , 
e son chiamati piramidali secondi. 

In generale i numeri de litoidi ne 7i s = rao nascono dalla 
somma di uno , di due - di tre , ec. , numeri dell" ordi- 
ne (n — i)si™» , 

200. Prop. Assegnare il termine generale e somma- 
torio pe’ numeri figurali di lutti gli ordini. 

Quantunque si possa ottenere quanto ci proponiamo col 
metodo dell Art. precedente , pure seguiteremo un’ altra 
strada a fine di giungere più presto all" intento. 

Prima ricaveremo eoi canone newtoniano le seguenti 
■serie ì 

1. c 11": • • 'i irte 

n • • (' I • . <» 

» 

< ’ \ r 
V ' • - : l 
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I »+, x 4- x a H- -i- ** -4- ee. 

i — x 

, — i4-3i + 3ac* -+- 4 x3 "+" 5;r 4 *+" ec - 

O — x ) a 

= , + 3x+ 6*’ 4- ioac 3 -+• i5x' 4- ec. 

<i — ac) 3 

cc. 

, rf>4-.) a. r(r4-.)(r-+-0 3, r(rf'Vr+»M»4jj J j_ ^ 

( T=^ = , + rx+ ~ _T ^ + 154 . , 

Gettando poscia m occhiata su le file verticali de ter- 
mini di queste serie , si vede che nella prima yi sono 
tulle le unità , cioè i numeri di prim’ ordine ; nella se. 
conda i numeri naturali ovvero di second ordine ; nella 
terza quelli del terz ordine , ec. Quindi f ultimo coeffi- 
ciente di ciascuna fila verticale è il termine generale de 
numeri in essa compresi. 

Dunque CQrrisponde il termine 

all' ordine generale 

i. 8 ' 

a.° . . . r , . 

r(r-f-i) 

3° ... 

'** • ’ 3 • 

r(r-+-t)(r+3> 

4 “ •’,**.* ’ 3.3 

ec. ...... cc. 

r(r-Hi)(r-t-3) , . . (r4-n— s) 

n ' mo " : 3.3... (n — i) .. * 

Per trovare il termine sommaiorio si sommino tutte le 
superiori equazioni: la somma de' primi membri costi- 
tuisce una progressione geometrica 5 e perciò per le dot- 
trine elementari equivale a 

pc C.i — x) r 0 ’ 
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e se si spiega di nuovo la potenza in serie 

continuata fino alla potenza x" , la somma anzidetta di-* 
venterà 


ossia 


•r(r-f-i) 


oc 1 


r(r-f-i) . . , (r-f-n — i) 


»’(r+i) 

T+ “ * 

r(r-bi) . . 


r(r-t-i)(r-f-3) 

H T7z~ 

. (r-t-n — 0 


a . o . . . « 


x’ -+- . 


ec. 


x 


"Y 


a . 3 . . . n 

onde paragonando i eoeffieienti di questa serie con gli onio- 
logi di quella che si ottiene sommando i secondi mem- 
bri dell’ equazioni di sopra , si vedrà che le serie degli 
ordini successivi avranno 
il termine generale . } 

i 




a. 

3? 

4 ? 

cc. 

/jStmo 


r(r-t-i) 

a 

r(rH-i)(r-Ha) 
a . 3 

r(r-f- 1 ) (r+ a). . .(r-f-n-a) 


il termine sommai ori© 

r 

r( r-f-t) 

a 

rCr-f-i) (r-t-a) 

^73 ' - 

r(r-t-i) (M- a) (r-f- 3) 


a . 3 . 4 


ec. 


r(r*fi)(r-pa). .i(r+/i— i) 


a.3. .. 


n 


a.3... ( n — i) 
dove si vede che il termine generale di un ordine è lo 
stesso che il termine sominatorio dell’ ordine precedente. 

§. aoi. Rapporto alle serie geometriche , delle quali 
ci resterebbe a trattare , si dicono del prim’ ordine quelle , 
il cui termine generale è della forma . monomia BK r ; del 
3? ordine , se quello sia della forma binomiale BK r -\-CH‘ , 
c iu generale dell" ordine quelle , il cui termine gc- 

iS 


Digitized by Google 



jicrale risulta da n parti tutte simili alle precedenti, II 
primo ordine viene formato dalle progressioni geometriche 
ordinarie $ cd abbiamo dall" Àlgebra elementare 1’ espres- 
sione del loro termine generale e soramalorio. Per quelle 
poi dell' ordine secondo o di altro più elevato , siccome 
risultano dall aggregalo di due o più del prim’ ordine y 
cosi si avrà il loro termine generale e sommatorio coll’ad- 
dizione di quelli , clic spettano alle serie parziali che le- 
compongono. 

Dalla combinazione poi delle serie aritmetiche colle 
geometriche ne nasce una terza specie di serie aritmeti- 
co-geometriche , il termine generale delle «piali è della 
forma ( B -+- Cr)K n , ovvero ( B -+- C r -f- D r 2 )À> , ©c. 
Ma noi non potremmo parlarne senza estenderci più di 
quel che ci è permesso. 

Art. III. 

interruzione , ed interpolazione delle serie. 

§. aoa. Se di una data serie se ne vuole formare un’ al- 
tra co' termini medesimi presi a dati intervalli , o sia sal- 
tandone sempre un dato numero , la serie cosi formala 
si chiama i interrotta della proposta. 

Ma se per lo contrario fra i termini vicini di una serie 
si vuole inserire uno o più termini , di modo che quella 
che ne nasce sia regolata colla medesima legge , ciò si 
chiama interpolare la serie proposta. In senso più gene- 
rale l’ interpolazione di una serie consiste nell’ assegnare 
i termini corrispondenti agli indici fratti o irrazionali. 

Se si ha il termine generale in termini finiti , ambidue 
questi problemi sono di facil soluzione , come ora vedre- 
mo 3 ma se non si ha 1’ espressione finita di esso , allora 
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bisogna ricorrere alle approssimazioni , per le «piali vi 
hanno de’ melodi assai ingegnosi . Noi non possiamo far 
conoscere ai nostri Allievi che la parie più elementare 
di «piesta importante dottrina. 

§. 2 o 3 . Pvop. Dato il valore di A r nella serie 
(M) A , , A a , A$ , A :i , si § , .... , A, s ec. 
trovar quello della sua interrotta per un dato intervallo 
Ira i suoi termini. 

Sia p il numero de' termini che si saltano ogni volta 
nella (M) per formare quelli dell’ interrotta , «-.he chiar 
meremo (N) . Prima di tutto si dee osservare che la 
serie (N) può aver per primo suo termine tanto A 
quanto A^ , e in generale si m , essendo m un numero 
qualunque intiero, positivo o negativo, preso nella seri* 
degli indici 1,2, 3 , 4 ? ec - > la quale si può continuare 
tanto a destra quanto a sinistra ad arbitrio. Supponiamo 
dunque A. m il primo termine dell’ interrotta -, il secondo 
dovrà essere A m ^.p^., , acciocché vi sia compreso nella 

(M) un numero p di termini . Dunque gli indici della 
1 progrediranno colla differenza p - f- 1 , e perciò essa 
sarà rappresentata da 

O J sl m , Am . 5 A m ^. } ( f . ■+••> ì • • • J 5 

] ultimo de quali termini rappresenta appunto il termine 
generale che si domandava. 

Pertanto laddove nella (il/) il termine generale o r*'* 1 » 
ha per indice lo stesso numero r, nella (N) invece il 
termine r‘‘ m# avrà per indice il numero 

m-f-(r — 0 (p+i), ossia (/»fi)r+w — p — i. 
basterà dunque di cangiare nel termine generale della 
( 1 /) r in (p -p i ) r -f- in — p — i , e si avrà «juello della 

(N) . 

§• 204. Osserv. Siccome tanto r «pianto (p-f-i)r-pm— p~i 
sono funzioni lineari della stessa r, perciò il termine gc- 
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serale non cangerà dimensioni , e la serie (N) conser- 
verà ancora l’ ordine a cui appartiene- la (M) . 

Inoltre essendo m un numero arbitrario , se si vorrà 
che l' interrotta incominci dal primo termine ji t della 
proposta , si dovrà fare masi , e quindi il simbolo del 
termine generale sarà . Se si vorrà peà primo 

termine dell" interrotta il secondo della proposta ^“sL farà 
m = 3, e si avrà per termine generale 5 e 

cosi in progresso. • ' i n 

§. ao5. Es. Sta proposta la serie de’ numeri triangolari 

■ il r(r- J-p) 

1,3,6, 10, i5 # , ai , aS ...... , . 

Il termine generale dell' interrotta sarà •> Y*. » • 

Kp+Qr-l-w — p— i}[(p -f-Qr-t-t» — ffty i -t-i:. • 

a > . 

Supponiamo che nella proposta si saltino sempre due 
termini $ sarà p = a ; e perciò il termine gciierale di- 
venterà V )' > li/ 

(3 r-f-m — 3)(3 r m — - a) -u un • <• 


Quindi ponendo , la serie interrotta sarà 

(3r — a) (3r — 1 ) 

ai» r : 

(3 r — i^3r >' 
3r(3r-f-ij) 

a 

Si potrebbero dare ad iti anche i valori 0 , — i , *— .3, ec. 
e si avrebbe un’ altra fila di serie , che sarebbero altret- 
tante interrotte della proposta. 

§• 306. Prop. Interpolare una data serie, quando si 
abbia il suo ter Aline generale. ! .1 , 


m =3 1 

1 » 

io , 

a 8 , . . 

. . 5 

m = a 

3 , 

i 5 , 

36 , . . 

• * 5 

cri 

II 

Jv 

6, 

21 , 

45 , . . 

. . 5 

ec. 

ec. 

, , 


1 
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Siccome questo problema è l’ inverso del precedente, 
cosi dovrà sciogliersi coll’ operazione inversa. Se dunque 
per passare dalla serie data all’ interrotta abbiamo can- 
giato r in (p -f- i )> -f- m~p — i , ora dovroino can- 
giare (p-f-i)r-f-w — p — i in r , o piuttosto r in 

r— m ^p-y. i 

q-- , e tacendo per maggior semplicità e co- 


. -j- p 

modo m=i , si cannerà r in — - — . Il termine sene- 

° p -f- i ' 

rale della serie proposta con questo mezzo esprimerà la 
serie stessa , in cui si inseriscano p termini fra due qua- 
lunque vicini . 

Es. 1? Se si vorrà interpolare la progressione aritmetica 
a , a -J- d , a -f- ni , a -f- 3<Z , . . . . , a -f- ( r — i)d , 
col cangiamento prescritto si troverà per termine generale 

(f — i )rZ 

1 vi? • i v y 


dell’ interpolata a -f- 


p-M 


Se dunque si vorrà inserire un sol termine fra ciascuno 
dell» proposta , si calcoleranno i termini dell’ interpolata 

(r — i) d 

col termine generale a -f- ; e se occorresse di 

inserirvene due j tre., ec. , basterà porre p = a , 3 , ec. 

Nel caso che si volessero i termini d’ una progressione 
di cui 3, e iao fosser gli estremi , e risultasse da quattor- 
dici termini in tutto, si porrebbe a — 3 , d=3.i 17 ,p—i a 
e il termine generale della serie generata dall’ interpola- 

1 1 7 - ! . • : 

zinne sarebbe 3 -f- (/' — > ossia 9/’ — 6, onde esssr 

è saltilo formata.n.' j « 1 < •. : |. • 

Es. 2 ° Per una progressione geometrica 

a , ah , ah * , ali 3 , .. . , . , ah r — 1 -. 


si avrà coll’ interpolazione il termine generale , 
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Volendo inserire periamo ira i termini della progres- 
sione 

i, 2 i 4 5 ^ i • • • • » ^ r>— 1 

, due nuovi termini , si farebbe p = 2 , e si calcolerebbe 

r— l 

l’interpolata col termine generale a 5 , e sarebbe 

li li 

i j 2’ , 2* , 2 , 2* , a’ , a 1 , ec. 


Es. 3 " Se nella serie 

„ rr (3r— a)(3r— i) 

r , io , 28 , 55 , . . . . , 


trovata precedentemente al §. 2o5 si vorranno inserire 
due termini fra ciascun intervallo , troveremo per ter- 


mine 


generale 


r(r+ Q 
2 


da cui abbiamo la serie ^com- 


pleta de', numeri triangolari i , 3 , 6 , io, i 5 , ec. , che 
ci dovevamo aspettare. 

§. 20j. Mancando F espressione finita del termine ge- 
nerale , il precedente metodo non può più adoperarsi , ed 
abbiamo già avvertito che bisogna ricorrere alle approssi- 
mazioni . Newton nel suo Methodfis Differmtialis ha ri- 
dotto la quislioue di interpolare alcuni termini fra quelli 
di una serie a trovare una curva di genere parabolico , 
che passi per le estremità di alcune ordinate date ed 
equidistanti . Per curva di genere parabolico egli intese 
quella , una di cui ordinata sia espressa da una funzione 
iutiera e ìazionale dell’ ascissa. Chiamando dunque y F or- 
dinala , x F ascissa , F equazione di qualunque curva di 
genere parabolico potrà riferirsi ad una delle seguenti 
forme 


y = a -f- bx -)- cx a -f- dx 3 -f- ex 1 * -f- ec. 
r = A -f- Bx -f- (7x(x — a) -f- Dx(x — a) (x — h> -f «<;. 
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Sia» dunque su l'asse A7. ( Fig. 5.* ) prette le ordi- 
nate la , Bb , Cc , Dà j ec. tutte equidistanti ira loro , 
e si immagini la curva abeti ec. che passi per le loro 
estremità. Se prendendo lo differenze ira le ordinate con- 
secutive , indi le differenze fra le differenze si arriverà 
ad un qualche ordine di differenze costanti , l’equazione 
sarà finita, c perciò sarebbe l’espressione vera del ter- 
mine generale della serie formata dalle ordinale, la quale 
sarebbe esattamente interpolabile col metodo precedente; 
ina se , Come avviene nel caso di cui parliamo , non si 
arriva mai ad un ordine di differenze costanti , allora 
ì’ equazione saia infinitinomia , e la curva passerà bensì 
per le estremità di tutte le ordinate date , ma non pas- 
serebbe nè per quelle che si trovano al di là dì esse , 
nè per quelle che fossero innalzate tra mezzo di loro. 
'Chiunque può facilmente comprendere che le ordinale 
Aa , Bb . Cc , ec. rappresentano i termini della serie 
proposta ad interpolarsi , e le Pp , Qq , ec. intermedie 
i termini interpolati. Inoltre 1’ ascissa X corrisponde all’ in- 
dice generico r adoperalo precedentemente , ed y al ter- 
mine generale A r - Quanto più grande poi sarà il nu- 
mero delle ordinate , che coi risponderanno ad un dato 
■segmento dell’ asse , tanto più le ordinate interpolate s’ap- 
prossimeranno alle vere ordinale della curva. 

§. 208 . Prop. Data una serie « , fi , y , 8 , e > ec. di 
ordinate , trovare prossimamente la curva che passa per 
le loro estremità. 

Diamo per maggior comodo e brevità di calcolo all’ equa- 
zione della curva , che si cerca , la forma 

Cr(x— t) Dx (X— 1 ) Or— a) 

y —j-Bx-t — - — — — r~s + 


Ex(x — t ) (x — a) (x — 3) 
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in cui i coefilcienù A > B , C , ec. debbono essere fun- 
zioni di « , fi , 7 - , ec. da determinarsi. Supponiamo inol- 
tre che le ordinate date siano equidistanti fra di loro e 
che corrispondano alle ascisse 0 , 1 , 2 , 3 , \ , ec. rispet- 
tivamente. Ponendo questi valori invece di x nell’ equa- 
zione assunta , avremo le equazioni particolari 
a = A 
fi — A — lì 
y=:A — iB + C 
8 ^A — ZB ■+■ 3C— D 
t =. A — &C — 4D + E 

ec. 

e da queste avremo facilmente i seguenti valori 

A = x 

B — x — fi . , . . 

C a — 3 3 -j- y 
1) — x — 3j? -f- 3 ^ — 8 

H = « — 4 fi ^7 — 48 ■+■ t 

/ 

ec. 

Per vedere poi come nascano questi vaioli , si dispon- 
gano le quantità date le une dopo le altre , e se ne cer- 
chino le dille rena e prime , seconde , terze , ec. , come 
segue : 

a , 8 , 7 , 8 s E 

Diff. e i.« — « -f- ^ , — fi -+- y ^ 8 e 

DdO 2 .* (< « — 2 £ -f- fi — a j, + 8 , ~ 2 8 -p e 

Diti'.- 3. e — *i-3£ — 3^-|-8, — fi -f-3y — 38-f-s 

Diff,= 4 *, * — 4|J 4- 6y — 48 e 

ec. .1 , ec. ... *■; 

e si vedrà che il primo termine di ciascuna classe di 
differenze ci somministra i valori di A , B , C , ec. , 
avuto riguardo al segno , che loro si è attribuito nell’ e- 
quazione generica. I coefficiènti numerici di questi valori 


Digitized by Google 



non sono che quelli d' un binomio come t — - s elevalo 
alle potenze successive o , i , 2 , 3 , ec. 

§• 209. Es. 1? Siano dati i primi sei termini della 


J_ _3 _5_ 35 63 

1 ’ 2 » 8 ’ 16 J 778 » 256 

’D'ff» £_ I I 5 n 

1 * I ' t 2 5 ~S ’ 16 1 5 “TaB 5 256 

„ 3 1 3 3 

Diff c 2 9 — - — — — * 

8 J 16 » 128 * a56 

“*■»' ~és > ~à 

® lff ‘ TÙ8 ’ 356 

Diff.' 5 .« — ^ . 

2 DO 

Dunque avremo 

> „ 1 3 5 35 63 

» B — ~2 > C — 8 ’ Z) — 16’ 128 5 ^ 256 


Diff' 2.* 


Diir.' 3.* 


Diff.' 4 * 


Diff' 5 .« 


e perciò 


■>'=—;* + 5 


i 3 x(x — 1) 5 x(pc — 1 )(:r — 2) 


2 . 3 


35 — i)(x— *• 3 )(ar — 3 ) 63 x(x — <i) . . . (tr — 4 ) 

128 2.3.4 256 , 2 . 3 . 4 • 5 

Vogliasi ora interpolare un termine equidistante fra i due 

primi 1 c - della serie data. Siccome si dee riguardare il 

primo termine 1 come V ordinata corrispondente all’ ascissa 
= o , ed il secondo come l’ordinata dell’ ascissa = i $ 

, 1 ; 

pereiò per ottenere I’ ordinata media , si farà x = ~ , e 
si otterrà, • . . j 
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7 = 


i 3 5 

4 c>4 256 


i>-5 44' 

i (.i 384 6553 o 


666 18 in circa 


» 5 ’ S! 


3 5 

Facendo poi oc — -. - 

somigliante i termini intermcdj Ira 
data. 


avrei »bcro con calcolo 
i restanti della serie 


; Es. a.” M. Bossut. volendo scoprire per mezzo dell' espe 
rienza il rapporto' che passa fra i volumi d'acqua erogali 
da un recipiente, c la lunghezza de" tubi orizzontali, di'* 
tic permettono l'uscita, osservò che dando all’acqua del 
recipiente un piede parigino d’ altezza, e facendola uscire 
per un rubo orizzontale di sedici linee di diametro , al 
variarsi della lunghezza di questo secondo il numero de’ 
piedi espressi dalla serie 

o , 3 o , 6o , 90 , 1 3 o , i 5 o , iSo 

corrispondevano i numeri de' piedi cubici di acqua 
633 o , 3778 , 1957 , 1587 , 1 35 1 . 1178 „ tolte. 

Con questi dati si vuole cercare la legge analitica che 
esprima prossimamente il rapporto della quantità d’ acqua 
colla lunghezza del tubo. Dicasi r 1 ’ acqua corrispondente 
alla lunghezza variabile x dpi tubo : si prenda la lun- 
ghezza di 3 o piedi = 1 , e lo lunghezze precedenti po- 
tranno rappresentarsi colle, ascisse 

o,i, 3, 3 ) 4 , 5 ,*?: 


Si cerchino le differenze successive fra i numeri dati 
che esprimono i valori diversi di y , come segue 



633o 

> 2778 , *9 5 7 

*0- 

Vi 

Co 

^4 

, l35l , 1178, io5s 

Diff* 

i.» — ! 

1553 , ~8a, . - 

370 , - 

s35 , —173, — 136 

Diff.* 

2.® 

3731 , 45 1 

, ,34’ 

,63 ,47 

Diff.® 

3.® 

— 3380 , — 

3 i 7 , - 

■71 , - 16 

DifF.® 

4-* 

i9 63 

, «46 

, 55 

Diff* 

5.® 

— 1 

7*7 »“ 

! *• - 4 

*9» 

Diff/ 

6.® 


i5*6 

1 

. « 
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onde si avrà 

A ~ 633o , B — 355a , C = 2~3 1 , D — 2280 . 

E — »gG3 , F = 1 7 1 7 , G = 1 526 , 

4 quindi il rapporto cercato sarà contenuto nell’ sopia- 
mone 


J = 


G33o — 355ax 4 - a"3i 


x(x— 1 ) 


2280 


x(x— l) (.t— 2) 

a . 3 


+ 


ar(x~ 1) (x— 2) (a:— 3 ) oc {oc— 1 ) (a:— a) (a?— 3 ) (x— 4 ) 

■s 63 3.3.4 "' 7 ' 7 3:3 .4.5 

„ „ x(a>-i)(x~2)(.7'-3)(x-4)(x-5) 

+ ,52b 2 . 3 . 4 . 5 . 6 

Se si volesse per es. l’acqua erogata da un tulio di too 
piedi , siccome que'sla lunghezza corrisponderebbe all’ ascis- 
10 ** 

sa *j- basterebbe di dare ad x questo valore per avere il 

corrispondente di y. Dando ad x altri valori si trovereb- 
bero similmente gli altri di jr abbastanza approssimanti 
al vero per ciò che si può richiedere in pratica. 

§. 210. La dottrina delle interpolazioni , di cui noi 
non abbialo dato clic, i principj più elementari , è il se- 
greto di riserva del Geometra ogni qual volta gli man- 
cano i dati per connettere con continuità analitica cerl§ 
funzioni di variabili con altre $ ovvero , parlando in altri 
termini , certi effetti conosciuti colla scala destinata a 
misurarli . L’ ultimo esempio superiormente recato mostra 
eh’ essa non è riservata alla sola analisi pura, ma si estende 
per tutti i rami delle matematiche miste , e dovunque i 
falli si rapportano a misure. Se per esempio si volesse 
la figura di una sezione verticale di un fiume , perpendi- 
colare alla direzione del corso dell’ acqua , fissata una 
linea retta radente la superficie di essa , e divisa in varie 
parti uguali , si scandaglierebbe la profondità dell’ alveo 




\ 

\ 


Digitized by Google 


l Ki 



a&4 

no’ punti ri i divisione v e la curva che passerei il ie per hi 
estremità di tutte le altey./.b misurale sarebbe prossima- 
mente quella clic si cerea. 1 / Astronomo dojio aver osser- 
vato diversi luoghi di mi pianeta , che corrispondono fi 
dati momenti di tempo , ne sa assegnare mediante le in- 
terpolazioni il luogo per un altro momento di tempo in- 
termedio ai precedenti . IVI. Pl'ony nel secondo volume 
della Scuola Politecnica ha applicato questa stessa domi- 
na alla dilatazione de* fluidi elastici , come 1* aria atmosfe- 
rica , ed i gas più conosciuti , ed alla forzò espansiva de’ 
vapori dell' acqua e dell’ alknol. La sua formola > clic si 
appoggia ad un principio ricavato dalle serie ricorrenti , 
ha il vantaggio sopra la nostra e sopra le altre Conosciute 
di non contenere nel valor di r , o sia deli’ effetto che 
si vuol calcolare dietro gli altri osservati , elle un nu- 
mero di termini uguale alla metà al più del numero delle 
osservazioni : nia noi non possiamo che rimandare i no- 
stri Lettori al citalo Volume. 

Del resto questa dottrina è pressoché tutta moderna : 
JBviggs ne conosceva sicuramente i! principio, quando cal- 
colò le prime sue tavole logaritmiche , e Wallis quando 
trovò la sua espressione approssimala della misura del 
cerchio. Il metodo insegnato da Newton fu notabilmente 
illustrato dal ÌVaImcsley h indi ampliato da Stiri ing , che 
l’ applicò à diversi problemi, i quali senza di esso sareb- 
bero stati di assai diffìcile soluzione. Federico Mayer , 
Lacaille , Laicmde insegnarono altre forinole assai utili 
alla pratica ; Lagrango, e Charles hanno dato alle inter- 
polazioni una più vasta generalità. >. 

« • ' «.4 /!■ ’ . 

, • - ! . il F I » * ' ••• '. •>. 
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